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Prefacio 


El presento libro contiene más de rail problemas y ejer¬ 
cicios referentes a las secciones principales,7<lel curso do 
geometría diferencial leído en las facultades fisicomatemá¬ 
ticas de las universidades. Al proparar esta edición los auto¬ 
res trataron de tener en cuenta los cambios que se realizan 
actualmente en la enseñanza de las matemáticas. 

La introducción de nuevos programas en la escuela media 
ha originado modificaciones on el modo de enseñar, en la 
terminología y las designaciones. En la obra procuramos 
apoyar y desarrollar estas innovaciones. Usamos sin restric¬ 
ciones lodos los términos y designaciones adoptados en 
la escuela media. Prestamos nlonción especial a la defini¬ 
ción exacta do los objetos principales que so estudian en 
el curso de geometría diferencial. Para la línea curva se 
dan dos definiciones. A sabor, la curva os definida como 
clase de caminos parametrizados equivalentes. Por otro 
lado, se introduce el concepto do linea como variedad uni¬ 
dimensional. La superficie se considera como variedad 
bidimonsional y se da de ordinario con ayuda de su para- 
mctriznción. La mayoría de problemas se resuelve en el 
aspecto local, o .sea, las figurns geométricas se examinan 
en el entorno de un punto fijo. 

Al exponer el material, los autores lian tratado de coor¬ 
dinar el curso de geometría diferencial con otros cursos 
matemáticos. Se utiliza ampliamente el aparato científico 
de) álgebra lineal, del análisis matemático y de las ecuaciones 
diferenciales. So atiende mucho al enlace con el curso do 
geometría en la escuela media y con el de geometría ana¬ 
lítica. 

El libro contiene una introducción, 6 capítulos y 21 pará¬ 
grafos. Al final de! mismo se incluye un índice alfabético 
de materias. 

Esta obra puede ser recomendada en calidad de manual 
para las facultades fisicomatemáticas de universidades c 
institutos pedagógicos. 


Los autores 




/icxif/nncíones 


(a, b, c . . .) — conjunto compuesto por los elementos 
n, b, c. . . 

{x I x posee lo propiedad p) — conjunto de todos los ele¬ 
mentos que poseen la propiedad dnda P; 
.r £ A — r es un elemento del conjunto A (r. pertenece a /I); 
/le// — el conjunto A es un su bcon jimio del conjunto //; 
/I (J li — unión de los conjuntos A y H\ 

A n // — intersección de los conjuntos A y //; 

/I \ // — diferencia do los conjuntos; 

0 — conjunto vacío; 

ít\ — conjunto de lodos los números reales; 

V — (para) todo; 

E — existe (al menos un); 

¡> -> q — do ¡> se deduce q; 

/i q — /> y q son equivalentes; 
a■ b — producto escalar do vectores; 
a X b producto vectorial de vectores; 
abe — producto mixto de vectores. 

Tollas las demás designaciones se explican cu el texto. 




/ Ut,VO(f HCCtÓtl, 


Aplicación 

Sean A' c Y dos conjuntos arbitrarios no vacíos. Si a 
cada elemento del conjunto X le corresponde algún elemento 
del conjunto Y, entonces so dice que está dada \n aplicación 
del conjunto A' en el conjunto Y. Designando la aplicación 
con la letra /. se puedo escribir 

f: X—Y, * — /<*). (i) 

El elemento ;/ = / (.t) se llama imagen del elemento x, y si 
A a X, entonces el conjunto 

/(A) = {/<*) 1x6/1} 

so denomina imagen del conjunto A. El conjunto / (X) se 
llama imagen de la aplicación /. 

Si / ( X ) — Y, entonces se dice que / os la aplicación 
del conjunto X sobre el conjunto Y o / os una sola eyección. 
La aplicación / se denomina inyección si 

X, */*X t =S- / (x,) =7(=/ (x,). 

La aplicación / que es simultáneamente una sobreyección 
y una inyección se llama Inyección. De tal aplicación se dice 
que establece una correspondencia, bi unívoca entro los ele¬ 
mentos de los conjuntos X c Y. Para la Inyección / existe 
una aplicación inversa: 

/-':K-vX, f(x)~*x, 

que también es una Inyección. 

Si A c X, entonces se puedo considerar una contracción 
de la aplicación (1) sobre A: 

I A —y Y, a —y I (o), donde a. £ A . 

En el caso en que en calidad de Y so loma el conjunto II 
de los números reales, la aplicación (1) se llama junción. 
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Inlrorlncelón 


Supongamos que/: X Y y g: Y Z son aplicaciones. 
Entonces se puede determinar la aplicación 
A'-/: X Z, x >-*• p (/ (z)), 
que se llama composición de las aplicaciones / y g. 

Para dos conjuntos X e. Y su producto directo (o carte¬ 
siano) es el conjunto 

x x y — ((*, //> i x 6 x, i/ e 

de todos los pares (z, y), donde x £ X, y £ Y. 

El espacio 11” 

Al conjunto 

l 'l" = {<*■, **. • • •, r n ) | z lt z„ . . x„ 6 ^>1 
compuesto por las colecciones ordenados (*„ * 2 , . . .r„) 

•le n números reales se le puede atribuir diferentes estructu¬ 
ras, ’t" es un espacio vectorial real n-dimcnsinnal. De acuerdo 
con lo dicho, los elementos do ü" pueden llamarse vectores 
y designarse con a, h, x. //, ... Lo liase del espacio IR" 
compuesto por los vectores 

/, = ( 1 , 0 . 0 ), L _ ( 0 . 1 . 0 ... - 0 ). . . . 

. . .. í„ = (0, 0.1), 

se llama canónica. Designaremos la base canónica do H 8 
con (I, /, Ir). 

Si" se puede considerar como espacio afín puntual rela¬ 
cionado con el espacio vectorial *t". En este caso los olo- 
meotos de H n so pueden tomar tanto por puntos y designar 
con /If, N .como por vectores a, x, . . . 

El vector r = (z.. x„) ticno las coordenadas x„ 

z,, . . x„ con respecto a la base canónica. El punto 
A (z,, . . ., z„) tiene las mismas coordenadas afines res¬ 
pecto al sistema de referencia (0\ i t , .... £„), donde 
O » (0, 0, . . ., 0) es el origen do coordenadas. 

Si a cualesquiera dos vectores x = (z,. x 2 , . . .. z n ) 
e ?/ >= (y,, i/,, . . y„) dol espacio se les asigna en 

correspondencia el número 

x-n = z,i/, + x t t/ t + . . . + x„y n , 
llamado producto escalar de los vectores x c y, entonces 5t n 
será un espacio euclideo n-dimensinnal. En este espacio se 
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introduce la noción de distancia entre dos puntos M = (x,, 
x .x„) y N = (r/i, y„ . . 

| MN | = V 2 (*,-»,)* . 

' ¡=t 

En particular ol plano y el espacio que se estudian en 
el curso escolar pueden ser identificados con H* o 51 a , res¬ 
pectivamente, si so eligen en los mismos los sistemas (lo 
coordenadas cartesianas. 

Llámase esfera de radio e > 0 con el centro en el punto A 
al conjunto 

B (A. r.) = (M 6 ti" || AM |< e}. 

Esta esfera so denomina z-entorna del punto A. 

El suliconjnuto U <lo ti’ 1 sn llama conjunto abierto si 
junto con lodo punto suyo A contieno cierta esfera con 
contro on A. Todo conjunto abierto que contiene el punto A 
so donomina entorno de este punto. 

El punto A g 51" se llama punto de adherencia dol con¬ 
junto U c: 51", si todo entorno de esto punto contieno al 
menos un punto de U. La totalidad de todos los puntos de 
adherencia del conjunto U so dice clausura del conjunto U 
y so designa XT. El conjunto C/sc denomina cerrado si U = U. 

El conjunto V cz 51" so llama conexo si no existen 
conjuntos abiertos no intersecados (J t y Uy que parten al 
conjunto F en dos suheonjuntos no vacíos F, y V„ talos que 
F, ci U y , Fj c: U ,. El conjunto abierto y conexo se deno¬ 
mina región. La clausura de la región se llama región cerrada. 

El punto del conjunto U se dice interior si pertenece a U 
junto con cierto entorno suyo. La totalidad de lodos los 
puntos interiores del conjunto U so denomina interioridad 
de esto conjunto. 

El punto M £ 51" se llama punto de frontera del conjunto 
U c 51" si en lodo entorno suyo existen puntos talos que 
pertenecen al conjunto U y tales que no le pertenecen. La 
totalidad de todos los puntos de frontera dol conjunto U 
so denomina frontera de este conjunto y so designa con dU. 

Llámase figura (T> en ol espacio 3" a todo subconjnnto 
do punios en él. Las ecuaciones que contienen .r,, x 2 , . . . 
. . ., x„ a los cuales les satisfacen aquellos y sólo aquellos 
puntos ríe 51" que pertenecen a so denominan ecuaciones 
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tlr la figura <l>. Senil I: H m —*- ÍR n una aplicación lineal; 
(»'i. ¡i, . . ., ¡n,) nnn base canónica tic R m ; ' i 2 , . . . 

una lmsc canónica (le y son l (» h ) == 

n 

~ 5 cji,'ij (le = \, 2, ..rn). La matriz 
»— i 

I 

t uyas columnas son coordenadas de Jos vectores l (4) so 
llanin matriz ríe la aplicación lineal I. Si x = (x,, x 2 , . . . 
• ■ x,„) 6 W" y í (i) = ü/i. ,v 2 , . . .»/„) 6 K n . entonces 

m 

//;*' S a/»x fc . 

Mas bases (e,, o 2 , . . e m ) =■- Id y («„ «„,) = 

= - Ittl do un espacio vectorial /«-dimensional V so dicen 
rr/nivalenlcs si oJ determinante de la matriz do paso de ln 
baso |el a la liase Itrl (es decir, de ln matriz do la transfor¬ 
mación lineal del espacio V que convierte ln base leí en la 
base ítrl) es positivo. La ciase de las bases equivalentes tlol 
espacio V se llama orientación de este espacio. En lodo espa¬ 
cio vectorial existen solamente dos orientaciones nnn tic las 
cuales so dice positiva y la otra, negativa. La elección tic 
la orientación del espacio es equivalente n la elección tic ln 
liase en este espacio. 

Si V es mi subespncio bidimensionnl en fl 3 ; (t?i, o.¿) 
es la liase V, y ni es un vector no nulo de K 3 que no perte¬ 
nece a Y. entonces {«,. c 2 . ni) es la liase tle K*. Si el vector 
m osló ya elegido, entonces la liase (e,, c 2 ) se dice positiva- 
si la base (e,, c 2 , ni) es equivalente a la base canónica en 
H a . Ahora bien, la definición do la orientación en V os 
equivalente a la definición del vector m que frecuentemente 
se escoge ortogonal a V y unitario. 

Llámase forma lineal tic a en el espacio vectorial R" a la 
aplicación lineal a: —>- 11 . Supongamos que a (i/,) — 

a,,. Entonces para el vector h = (fe,, . . ., fe„) 

tx(fe)= a h h h . 

It=* I 
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A Ululo do ejemplos do las formas linéalos pueden servir las 
junciones coordenadas 

u,: K" -t-Jl, («i, ttj, • • •, u n ) —*• ui (i = 1,2,..., n). 

Llámase forma bilincal sobre el espacio vectorial ¡R" 
a lo nplicación p: 51" X R n 01 que satisface las con¬ 
diciones: 

P (A, + A„ p) *= P (A„ p) + P (/»- a , p), 
p (XA, p) = Xp (A, p), 

P (A, Pi -I- Pi) = P (*. Pt ) + P (A- /»t). 

P (h, kp) - X(J (A, p). 

Si P (4* ú) =* Pm. * = (An • • A„), /> — (/>], . . />„) 

onloiu-.es 

P<A,/>)=-- 2 PhiA*/»,. 

d. i=i 

La forma bilincal p se dice simétrica, si p (A, />) = p (/), A) 
y antisimétrica (o 2 -jornia) si P (A, /») = — p (p, A). l’nra 
la forma bilincal simétrica Pm = Pin, para la forma anti- 
simclrica p hi = —p«. La aplicación .q: 01" -*-ÍIt so llama 
jornia cuadrática sobre el espacio vectorial de 01" si existo 
una forma simétrica bilinoal P tal que g (A) = p (A, A). 
En coordenadas, q (A) so expresa por la fórmula siguiente: 

q (A) =» PklAnAi. 

/.. i=i 

La forma cuadrática q so dice correspondiente, a la forma 
bilincal p. Sean a y P dos formas lineales sobro el ospacio 
vectorial 01". Llamase producto exterior de estas formas a la 
2-forma 

a A P : R" X 91" OV, 
definida del modo siguiente: 

(« A P) (A. P) = -j (« (A) P (p) — « (P) P (A)) = 

J_ I «(A) a (/>) I 
“ 2 I P (A) P (p) Y 

Son M un punto arbitrario del espacio OI 3 . Llámase 
vector tangente a dV en el punto M al par (A/, A), donde 




Introducción 


\\ 


h os un vector arbitrario de R 3 . El vector tangente (Af, h) 
se puedo representar en forma de un par ordenado de puntos 
(A/, tV) tal, que el vector que le corresponde coincida 
con h (o sea, M + h = /V), asi como en forma de un vector h 
trazado en el punto M. El conjunto T„W = {{Af, h) | h 6 
(i d 3 } de todos los vectores tangentes a R 3 on el punto M 
se denomina espacio vectorial tangente. Las operaciones 
sobro los vectores do M® se trasladan a los vectores tangentes 
on el mismo punto según la regla siguiente: 

(. M, h) + (Af, p) = (Af, h + p ), 

« (Af, /*) = (Af, ah), 

(Af, h)-(M, p) ■= h p. 

Hospedo a estas operaciones, 7'*,H 3 os un espacio oucli- 
dr.o y los vectores (Af, i), (Af, /), (Af, le) forman sn baso 
orlouorni al izada. Cuando el punto de tangencia Af está 
indicado, el vector tangente (A/, h) se puede designar sen¬ 
cillamente con h. 

Llámase campo vectorial sobre R 3 (o sobro cierto sub- 
conjunlo do TI 3 ) a la roproscntnción del vector tangente a IR 3 
on cada punto do ¡II® (o do su subconjunto). 

Función vectorial 

Sea J cierto conjunto de puntos en el espacio R" 1 . La apli¬ 
cación 

r: U (2) 

que. la asigna n cada punto (u,, u t .H m ) £ U ol vec¬ 

tor r («i, ií 2 , . . u m ) £ ll n so llama función vectorial de 
ni variables escalares. La representación do une función 
vectorial es equivalente o la representación de n funciones 
escalares llamadas componentes do la misma: 

r (kj, tin, . . u m ) = (*! (u t , . . u m ), . . . 

. . x n (u„ .... u m )). 

Supongamos que la función vectorial r está definida 
en cierto entorno del punto Af„ £ R m a excepción, tal vez, 
del mismo punto Af 0 , y que a es cierto vector fijo. El vector a 
se donomina límite do la función vectorial r y se designa 
con a = Hm r (Af) si para Ve > 0 16 — 5 (e) > 0 es 
M-M. 
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tal, quo 

O < | Al ¡1 „ | < 6 =t. | /- (Ai) - a | < e. 

La función vectorial (2) definida en cierto entorno del 
punto fll„ so dice continua en este punto si 

lím r (M) = r (Af 0 ). 

W-M. 

En el caso general, para un punto arbitrario M 0 £ U la 
función vectorial (2) se dico continua en el punto M 0 si 
para cualquier entorno IV en R" del punto r (M a ) se puedo 
hallar un entorno V tal, en R m del punto A/„, que r (V fj 
fl U) cr W. La aplicación /•: U —*- K, donde U es un sub¬ 
conjunto en R m y V es un subconjunto en 31", so denomina 
li.oincnmoifisino, si es biyocliva y r os continuo junto con/*” 1 . 

Examinemos la función vcctoriol r = /• (f) representada 
en un conjunto abierto de la recta R, o sea, una función 
vectorial de una variablo real l. Si esta función está definida 
en el punto t„ y existo el limite 

lím '•(«o-MO-MO 
ai-o E» 

éste se dico derivada de la / unción vectorial dada en el punto 
f 0 y se designa con r' (t 0 ) o ^(í 0 ). Así aparece la función 
vectorial r' que denominaremos derivada de la función 
vectorial r. La función derivada de r’ se llama segunda deri¬ 
vada de la función vectorial r. Llámase derivada r<’ , > de 
Ic-ésimo orden do la función vectorial r o la derivada de la 
función Do la función quo tiene una á-ésima derivada 

continua se dico que ella pertenece a la clase C h . La función 
que tiene derivadas de cualquier orden so denomino función 
de la clase C°°. Las funciones de la clase C" se llaman con 
frecuencia suaves. La derivada r' (t 0 ) de la función vectorial 
r = r ( t) se puode identificar con la aplicación lineal 
r' (/„): IR -fR" quo le asigna a cada t £ IR el vector 
t r' (f„). Esta aplicación satisface la igualdad 

lím I r (I. + ó»)Al r-(t 0 )| 0 

Al-o l A 'l 

La aplicación lineal r' (i 0 ): R. —*- K" se llama frecuente- 
monto diferencial y se designa con dr lt = r' (f 0 ) di. 
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La función vectorial r = r (i) representada en el seg¬ 
mento .1 — la, pl se Hice suave si existo una función vecto¬ 
rial suave p = p (/), representada sobro el intervalo 1 = 
— lo, b\ que contiene el segmento J, tal que p ]j = r. 

Para la función vectorial r de una variable real que 
pertenece a la clase C h tiene lugar la fórmula de Taylor: 


r (í + Ai) = /• (i) -1- Af r' (t) + -^1- (í) + ... 

+ A£)), 

dondo lim e (£, Ai) =■ 0. 

Ai-n 

Examinemos ahora la función vectorial (2) daila en el 
suhconjiinto Bt 2 ile las variables ir-, v. Las derivadas par¬ 
ciales de esta función en el punto («„, v„) se dofine» del 
modo siguiente: 


(V(" 0 . i'u) *= («o. 

d„r (//„, v 0 ) = r„ (u 0 . 


„ ) = | fm '• »áz-„rs*» V <L , 

a-o * 

v o) = ii, n r . K. 

h-0 " 


d„„r = = a I, ('•„), d VB r = r op = () v (r„), 

i’ut.r' = í>ou r = r-„„ - r r« = <?.. ( r o) = de ('•.,) • 


La función vectorial r: U -*■ li", (u, v ) •— /• (it, o), 
donde U es una región en il* t so dice diferenciable en el 
punto M 0 £ U si existe una aplicación lineal l : ’lt 2 —TC n 
tal, quo 

| M -0 1*1 

La función vectorial diferenciable en el punto M 0 será 
continua en este punto y la aplicación lineal l: ¡R 2 —>-9l n 
única y so llama diferencial (o derivada) de lo función vecto¬ 
rial r = r («, v) en el punto M„, designándose con dr M ,. 
La diferencial dr M , se puede representar en forma de la 
aplicación T»t. tt 2 en 7V (Mo ) 91” identificando el vector 
h £ Jt 2 con el vector tangente (ft f„, h) a Bl* en el punto 
M„ y el vector dr nlw (A) = l (A) £ Tt", con el vector tan- 
gento (r dr Mt (A)) a R" en el punto r ( M„). Entonces, 
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si la función vectorial p = p (£) satisface n las condiciones 
p (í 0 ) = M„, p' (t„) = /»., el vector dr Mn (/;.) coincide con 
la derivada (r»p)' (f 0 ) do la función vectorial de la función 
(/•°p). La función vectorial /-=»-(«, u) so dice dijeren■* 
dable siempre que sea diforcnciablo en cada punto do U. 
Las coordenadas u y v pueden interpretarse como funciones 
sobre U, u: (u, v) •— u, v: ( u , v) *— v. Estas funciones 
serán diferenciales y sus diferenciales du y dv se ponen 
en correspondencia con ei vector tangente , h), donde 
h = (h¡, h 2 )\ los números h x y h t son respectivamente 
du¡,i (ft) = ll ¡< du Ar (&) = A,. Representando de tal modo 
las diferenciales du y dv tiene lugar la fórmula 

dr = 0„r du -|- d„r dv. 

I’arn el voclor tangente li = (fe,, h t ) 
dr (h) — d u r du (//) 0 D r dv (/») = d„rh, -|- d„rh t . 

Si /■ {u, v) = (/, (u, v) ./„ («, <>)) y il/„ = (w„, i>„), 

entonces la diferencial dr M$ viene represo nía da por la 
matriz de Jacobi: 

<>uíx («o. i>o) <Vi («o. i'o) 
v t ) d m f t (u 0 ,v 0 ) 

("o, "o) •'’»/« («., ■'o) 

151 espacio .£ (R 2 , 11") do las aplicaciones lineales do ll 2 
en It 1 * so puede identificar con el espacio 5l 2 " roprosonlando 
la aplicación lineal por su matriz. Entonces para la función 
vectorial difercnciablc r = r ( n , v) aparece la función 
vectorial dr: U -*■ 5l 2 ". La diferencial de la función vecto¬ 
rial dr en el punto fl 1 se llama segunda diferencial de la fun¬ 
ción vectorial r en el punto M y so designa con tPr M . L.a 
función vectorial r = r (u, v) so denomina dos veces dijeren- 
doble si d l r existe en cada punto de U; continuamente dife¬ 
renciadle (o de la clase C 1 ) si dr es continua; de la clase C 2 
si rfV es continua. Del mismo modo se determinan sucesiva¬ 
mente las diferenciales de orden k y Jas fundones vectoriales 
de la clase C h que para abreviar denominaremos suaves. 
La aplicación lineal 

d*r M : IR 2 —y X (K 2 , ÍR"). h >-* d z r„ (A) 

2-UH35 
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se !>iiU(lc- identificar con Ja aplicación bilincnl H" X R 4 
en <|uc se designa también por <Pr M , según Ja regla 
t?r M (h, /») = iPr M (h) (p). 

La aplicación bilincal (Pi'm es simétrica y la fonna cuntirá- 
lien que le. corresponde se escribe frecuentemente así: 
tPr = ¿>„ „/• da* + 20„,r du dv + d po r dtp. 

Sean U, V las regiones en R". La aplicación /: U -*- V 
so IJama dlfeomor/ismo de la clase C 1 ' si / es biyecliva y per¬ 
tenece a la clase C k junio con su /'* inversa. 

Curva y línea 

Sea I un intervalo, un segmento o un intervalo somiabier- 
l.o sobre la recta R. Llámase camina (o ritma ptuamelriiada) 
de la dase C h en el espacio üv 1 a la (uuciúii vectorial r: J --*■ 
-vlK 3 do la clase C k que designáronlos con (/, r). El camino 
(7, /•) se dice: 

1) simple, si la aplicación r es invectiva; 

2) recular , si para lodo punto interior t„ (E I 

r' (t 0 ) ¥= o; 

3) bit-regular, si para lodo punto interior l n € / 

r' (lo) I! »•* ('o)- 

Dos caminos (I, r r (¿)) y (.7, p = p (*)) de. la clase 
C 1 ', donde / y .7 son intervalos, so denominan equivalentes 
si existo mi difoomoríismo X: / -v.7 de. la clase. C h tal 
que ;• ( t ) = p (X (l)). Las clases do caminos equivalentes 
(de curvas parometmndas) so llaman curvas y cada camino 
do osla clase, paramctrización de la curva. La función X: 7 
->-./ que define ln equivalencia do dos caminos se denomina 
cambio de parámetro. Si (/, r) es un camino, entonces el con¬ 
junto r (I ) c: R 3 se Jlaina imagen de esto camino. Todos 
los caminos equivalentes que forman ln curva dada tienen 
la misma imagen que se denomina imagen de esta curva. 
La imagen do uno curva so dice frecuentemente curva, 
aunque diferentes curvas pueden loncr Ja misma imagen. 
La curva cuya imagen se contiene en cierto plano se llama 
plana. Una curva es simple (regular, birregular) si existe 
su parnmctrización y resulta simple (regular, birrogular). 

Sea dado uu camino r = r (i). Examinemos todos los 
caminos equivalentes a él, que se obtienen con el cambio 
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cloi parámetro .v ~ k (i) por Ja derivada positiva k' (í) > (). 
La ciase do tales caminos so llama curva orientada. La pnra- 
rnctrización r = /• (.?) do la curva se dice natural si | r' (. 9 ) | sm 
= 1. Toda curva regular admite una pnrnmctriznción natu¬ 
ral. El parámetro natural, designado generalmente con s, 
es la longitud del orco do una curva medida a partir do 
cierto punto inicial y tomada con el signo + o —. 151 sub¬ 
conjunto l de R 3 se denomina línea (o variedad unidimen¬ 
sional) de la clase C 1 ' si para lodo punto M 6 l existon un 
entorno W do este punto en R 3 y un camino regular (/. /■) 
do la clase C h que satisfacen a las condiciones: r (/) = 
= H'' fl l y >"• ! —W (] l es un JionicoinorNsmo. El camino 
(/, r) so llama paramelrilación de la línea l. La línea l 
so dononiina elemental siempre que exista una paramclriza- 
ción suya (/, /•) tal, que r (/) = /. Si (/, /■) y (./, p) son 
dos paramclriznciows de la línea l, entonces los caminos 
(/. r ) y (•/. p) son equivalentes. Si el suliconjunlo I so cnii- 
lione en cierto plano, la línea l se «Iico plana. 

Sen Al cierto punto do la linca l y sen (/, /•) una panuiie- 
trización de l tal que Al = /• (<)• Llámase recta tangente do 
la línea l en el punto M a la recta que pasa por el punto Al 
y que lione como vector diroctor suyo el vector /•’ (l). Do 
un modo análogo so detorniinn la recta tangente para la 
curva y pora el camino. Supongamos que r — r (s) es la 
parnmclrizacióu natural do una curva (o de una línea). 
Entonces el vector /•" (s) se denomina vector de curvatura 
de la curva (línea) en el punto s y la longitud del mismo 
|r" (s) | so dice curvatura y se designa con le (s) (o con k). 

Llámase plano osculador de una curva (línea) birrcgulnr 
P = P (0 en el punto t„ al plano que pasa por el punto 
V ('o) y que tiene como sus vectores directores a p' (l„) 

y p" ('o)- 

l’ara la pnramctrización natural r = r (s) do una curva 
(línea) birrcgwlar ol vector r" (s) os ortogonal a la tangente 
en el punto respectivo. Denomínase circunferencia osada triz 
de una curva (línea) birregular en el punto s de esta curva 
(línea), a la circunferencia de radio 1/A; (.s) que se baila en 
c) plano osculador y cuyo centro es el punto 

2* 
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Llámase sistema tic referencia tic /'renal tío tino curvo 
(linea) birrcguJnr orientada r — r (s) en el punto s, a un 
sistema de referencia orlonorinali7,ado (r (s); t (s), n. (s), 
b («)), donde t ( s) = /•' (s), n (s) f ( r" (s) y Jos tres voclores 
[f (s), n (s), b (s)) son derechos. 

Superficie 

El suheonjunto S do 51 a se llanta superficie (o variedad 
tridimensional) de la clase C si para todo punto A £ S 
existo» un entorno W de este punto en H 3 y un par (U, r), 
donde U es una región en R 3 , r: U R. 3 , y sntisfacon Jas 
t'.ondicione.s: 

1) la aplicación r: U -vil", (it, o) •->•/•(»/, t>) poitenoce 
a la dase C h ; 

2) r ( U) = \V fl y /•: i/ —*- M' H S os un homeomor- 
fismo; 

3) para todo punto (u, v) £ f/ los vectores 3„r (i/., u) 
y 0,7' (tí, o) son rio colineales, o sea, rang r?r (u , = 2. 

El par (U, r). so denomina parametrización de la super¬ 
ficie S, y los parámetros u, v, coordenadas curvilíneas sobre 
la misma. Ln superficie S so dice elemental si existo su poru- 
tnotrÍ7.ación (0 , r) tal que r (U) = 5. 

Sea S una superficie en II a do la clase C 1 '. Si (U, r) es 
su parnmctrízació», V os una región en R 3 y X: V U 
es un difooniorfismo do la clase C", entonces el par (V, r°\) 
os también una pnramctrixación de S. Por otro lado, si 
(U ,, /•,) y (fy 2 , r : ) son dos parainelrizaciones de la super¬ 
ficie S. talos quo’r, (í/,) = r, (f/ 2 ), entonces la aplicación 
\ = »•-><»/•,: U i U 2 es un difeomorfismo de la dase C" 
y se llama cambio de parametrización. La aplicación p: I -*■ 
1». S , donde I es un intervalo sobro la recta, se denomina 
camino (línea) suave sobre la superficie S en R 3 si la apli¬ 
cación / !Rp es suave (respectivamente, si p (/) es una 
línea cii R 3 y (/, p) es su pornmetriznción). Sean p: I —>- S 
ttn camino (línea) suave sobre la superficie S y (U, r), 
la parametrización de S\ con ello p (I) cz r (U). Entonces la 
función vectorial suave |i: í —*-U, tal que r (p (£)) =s 
= p (t) se denomina representación interior del camino 
(línea)-, en este caso (/, ji) es el camino (línea) sobre la re¬ 
gión U. Las lincas sobre la superficie S cuyos representaciones 
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interiores tienen la forma «le u = u n 4- t, v = v„ o u =* u„, 
j; = t> n + í so llaman linean coordenadas. Para un punto 
dado M sobre la superficie S el vector tangente h a fl 5 
en el punto M se denomina vector tangente a la superficie S 
en el punto M, siempre que sobre la superficie S exista 
un camino (f, p) tal, que p (t 0 ) = M , p’ (f„) = h. El sub- 
conjnnto de todos los vectores tangentes a la superficie S 
en el punto M es un subespacio vectorial bidimensional on 
se designa T M S y se llama espacio tangente a la 
superficie S en el punto M. Si M = r (u, u), donde (U, r) 
es la parnrnetrización do S, entonces los vectores d„r [u,v) 
y d„r («, v) que designaremos también d u r„ y d B r^ t , res¬ 
pectivamente, son tangonles n las líneas coonlonadas que 
pasan per el punto M y forman nnn base del espacio tan- 
genio TmS. La base (d„r, 0 B r) so denomina liase movible 
sobre la superficie S\ con ello T M S =■- dr ( „. (ü.*). El 

plano en nV que paso por ol punto M y tiene T como su 
subcspncio director se llama plano tangente n la superficie S 
en ol punto M . La recta qno pasa por el punto M y es orlo- 
gonal al plano tangente se denomina normal a la superficie 5 
en el punto M. Llámase campo vectorial ■£ sobre la super¬ 
ficie S (o sobre ol snbeonjunto Q c: S) a la aplicación que 
pone en correspondencia con cada punto M (¡ S (o M (; (?) 
el vector tangente | M a lo superficie S en ol punto M. Como 
ejemplos de campos vectoriales sobre el subconjnuto 
r ( (J) c: S, donde (U, r) es la pnramctriznción do pueden 
servir los campos d u r y d„r denominados campos vectoriales 
básicos. Para los campos vectoriales £ y ti y la función / 
sobro la superficie S so determinan Jas operaciones de adi¬ 
ción de campos vccloriatas y do producto de un campo vec¬ 
torial por una función valiéndose de las fórmulas 

(I 4- T|)»r = Im + Tm. (/?)»« = / (M) !nr. 

donde en los segundos miembros de las igualdades se incluyen 
las operaciones determinadas en el espacio vectorial T M S. 
Si el campo vectorial está definido sobro el subconjunlo 
r (U) c: 5, entonces tiene lugar la descomposición de £ = 
— !i<V 4* %ídn r < donde £|, £, son las funciones determi¬ 
nadas sobre r ( U). Estas funciones so denominan componen¬ 
tes del. campo £ con respecto a la base movible~(A„r, d,.r). Si 
el campo £ está definido sobre toda 1a superficie .5, entonces 
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sus campo lio ii les con respecto n la base movible (d„r, d,r) 
se llaman componentes de la contracción tlel campo £ sobre 
el subconjunta r ( U ). El campo vectorial £ so dice continuo 
si sus componentes con respecto a cualquier baso movible 
son /unciones continuos. 

La orientación de la superficie S es la elección rio la 
orientación en cada espacio vectorial tangente T„S lo que 
es equivalente a la elección del vector unitario m íf , orto¬ 
gonal a 7 M S para todos los M £ S. La paramelrización 
(U, r) do la superficie S se rlir.o concordada con lo orientación 
si la baso movible está orientada positivamente en lodos 
los puntos, o son, si la baso (d H r, d,.r, ni) es equivalente 
a la baso canónica en H 3 . La orientación do la superficie <S 
so dice continua si para lodo punto 71/ do .*> so halla la para- 
inetri/aciúii [II, r) concordada con la orientación y tal 
que 71/ (j r (U). Por regla general, se examinan sólo orien¬ 
taciones continuas. Una superficie junto con su orientación 
continua se llama orientada. 

r,n aplicación /: S —►11" de la superficie .!> oti el espa¬ 
cio 11” so denomina suave si para cualquier poramelriznción 
(U, r) de esta superficie la función vectorial / «;•: 
definida sobre la región U de os suave. En particular, 
cuando n — 1, obtenemos la definición do una función 
suave sobre la superficie. Sen Q otra superficie en H*. La 
aplicación /: S ->-(,) so puedo considerar también como la 
aplicación S en H 3 , teniendo en cuenta que Q os un sub- 
conjmilo en 11*. La aplicación /: S — >-(7 so dice suave si 
es suave como aplicación S en U a . El campo vectorial l 
sobre la superficie S so llama suavem sus componentes con 
respecto a cualquier baso movible son funciones suaves. 
Los campos vectoriales de base f)„r y d,r son suaves. 

Supongamos que /: S —►Q es una aplicación suave de las 
superficies y p = p (t) es un camino suave sobro la super¬ 
ficie S que pasa por el punto 71/ = p (t„). Entonces /°p — 
= (/°p) (t) es un camino suave sobre la superficie Q que 
pasa por el punto M' =/ (71/) = /-p (t n ). La aplicación 
7',,.S' en Tm Q que pone al vector tangente p' (t 0 ) en corres¬ 
pondencia con el vector tangente (f ■> p)' (t„) se denomina 
diferencial (o aplicación derivada) de la aplicación ] en el 
punta 71/ y"se designa con d¡ La dilernneial df M : T M S -*■ 
—7' S( - 0 os una aplicación lineal. 
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1. Mostrar que las componentes de la función vectorial 
r = r (¡f) se hallan por la regla 

x, (M) = i¡ r (M) (/ *= 1 . 2 . n), 

donde (/,, L, ■ ■ ., '„) es la liase canónica del espacio it". 

2—(>. Demostrar que <le la existencia de los limilus 

líin r, (l\f) = a, (i -= i. 2, 3) 

Al - At 0 

liin /(f) = >. 

Al-Atn 

so deducen la existencia de los límites indicados a conti¬ 
nuación y las fórmulas respectivas: 

(2) lím (r, (Af) ± r*(Af)) =n, ± « a . 

«-»»• 

(3) líin (/(/W)/•,{«■)) = *«,. 

fll *AÍ 0 

(ó) lím (»•, (Af)-r,(/l/)) = n,-« 1 . 

M-X»o 

(5) lím (r, (A/) ',< r¡(AÍ)) = n, X rr 2 . 

flf-Mo 

(G) lím (r í (Af)r 3 (M)r 3 (At))~a l a t a,. 

At— Ata 

7. Demostrar que la continuidad de la función vectorial 
es equivalente a la continuidad de sus componentes. 

8. ¿Se deduce do la continuidad de la función vectorial 
r = r (ni) la continuidad de la función |/' I ” I(AO P 
¿Es cierto lo contrario? 

9_13. Demostrar que la continuidad de la función vec¬ 

torial r¡ (A/) y de la función / (A/) en el punto Al „ doler- 
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minn la continuidad rio las funciones siguientes en este punto: 

(0) r, {M) ± r, {M). (10) / (M) r, (M). 

(11) »•, (OO-r, (óf). (12) r t (yl/) X r, ( M). 

(13) r, (W)r, (M)r n (yW>. 

Kr. Demostrar que la suavidad ilc la función vectorial 
f.s equivalente a la suavidad de sus componentes. 

15. Demostrar que 

;•(") (0 = *«**(*). 4 h) (t) . *L k> (t)). 

1(i—20. Demostrar que para las funciones vectoriales 
r,: / ->• n y la función /: / —»-R do la clase C 1 existen 
las fórmulas siguientes: 

d(') (r i rfc r,)' r= /•; ± /•;. 

(17) (/,•)' « l'r -I-//•'. 

(18) (/-| •/■,)' -I- r,.r¡. 

(10) (/-, X y-j)' «= r¡ X r, + r, X /•;. 

(20) (/•,/• = r' t r t r 3 d- d- r,»y'. 

21—20. Hallar las derivadas de las funciones siguientes 
do una variable real t: 

( 21 ) /•=. ( 22 ) »•'». 

(23) /•' X i ”. (24) r'r'r*. 

(25) (/■' r") X i ". (25) Yr*. 

27. Demostrar la propiedad biseclorial de la tangente 
n la elipse: la tangente a la elipse en un punto arbitrario 
de ésta M es la bisectriz del ángulo adyacente ni compren¬ 
dido entre los radios focales del punto do tangencia. 

28^ Hallar para la función vectorial r (í) = (t 2 ~|- 8, 
M — t d- 5) el valor í 0 con el cual la aplicación lineal 
r' ( t n ) convierte a) número 2 en el vector (4, 8, 2). 

29. ¿Se deduce, de la suavidad do la función vectorial 
r = r (i) .Jo suavidad de la función | /• | — |r ( t) |? 

3(1. ¿Se pne.de afirmar que para la función r (/,) existen 
las igualdades: 

a) k' | = |f |'; b) r r' = \r | |r' 1? 
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31. Para que la función vectorial r — r (f) tenga sobro 
cierto intervalo una derivada nula, es necesario y suficiente 
quo el vector r (t) sea constante, o sea, no dependa de í. 
Demuéstrese esto. 

32. Para que en todos los puntos de cierto intervalo los 
vectores r ( l ) y r' ( l ) sean ortogonales es necesario y sufi¬ 
ciente que |r (t) | = const. Demuéstrese esto. 

33. Sea r — r ( l ) una función vectorial de la clase C\ 
r (t) ¡yto. Para que el vector r (t) tenga un sentido cons¬ 
tante es necesario y suficiento que en la región de cambio 
de los vectores /• (¿) y #•' ( t) sean colincalcs. Demuéstrese 
esto. 

30. Supongamos quo para la función vectorial r — r (l) 
do la caso C 2 on lodos los puntos «lo su definición catato» 
las relaciones 

r { t) r' (i) r* (i) = 0. r (i) X r' (i) ,fc o. 

Demostrar quo la imagen do la curva definida por la función 
vectorial r = r (í) es plana. 

35. Supongamos que para la función vectorial r --= r (l) 
ile la clase C 2 definida sobre el intervalo lo, ó( las derivadas 

(<) y r" (í) son distintas del coro y colincalcs para todo 
t 6 lo, M. Demostrar que la imagen de la curva definida 
por la función vectorial r = r (l) es un intervalo de la 
roe ta. 

36. Demostrar que la imagen de la curva definida por 
la función vectorial /• = r„ -+- Ir, -|- í 2 »-,, l £ W, donde 
'■o, ' j, son vectores constantes, es una parábola si los 
vectores r, y r t lio son colincalcs. ¿Que pasa on caso da que 
sean colincalcs los vectores r, y r 2 ? 

37. Demostrar que la imagen rio la curva definida por 
la función vectorial 

r = r 0 + eos ir! sen tr 2 , l £ (0,2n), 

es una elipse si los vectores r, yr, no son colincalcs. ¿Qué 
será on el caso de un carácter colinenl de los vectores r, y r 2 ? 

38. Demostrar que la imagen de la curva definida por 
la función vectorial 

r = r„ ch tr, + cli lr„ t £ IR f 
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es lo rama de una hipérbola si los vectores r, y r 2 son no 
rolineaics. ¿Qué será en e.l caso de un carácter col incal ile 
los vectores r, y /- 2 ? 

39. Demostrar que la trayectoria de un punto material 
queso mueve bajo la acción de una fuerza central es plana. 

éO. Demostrar que dos curvas suaves pnramolri'/.ndas 
,■ (/) — (t, 0, 0) y r, (t) {t-\ 0, 0) no son equivalentes, 

aunque la imagen de cada una de ellas sea una recta. 

él. Demostrar que las figuras planas siguientes son 
lineas y señalar cualesquiera paramctrizaciones suyas: 
a) recta, l>) circunferencia, c) olipse, d) parábola, c) hipér¬ 
bola. 

é2. Demostrar quo la circunferencia S 1 no admito una 
paramel.rixar.iún (/, »•) en el sentido do definir una linea 
lal quo r (/) .V. 

/Í3. Mostrar que toda curva regular (7, /•) os simple 
(ocalmente, o sea, para cualquier l„ é ¡ existe un intervalo 
Je / lal que l„ f J y {J, r |,) sea una curva simple. 

Demostrar quo la imagon <le. una curva regular es 
Incnlmeute una línea. 

/|5. Demostrar que loria curva regular defino exactamente 
dos curvas orientadas. 

éñ. faro qlie una función vectorial /• — r (u, v) tenga 
en cierta región derivadas parciales nulas o una diferencial 
nula es necesario y suficiente que el vector r (it, v) sea 
constante. Demuéstrese esto. 

é7. Para que en cada punto do cierta región de cambio 
de. los parámetros u y v el vector r (m, v) sea ortogonal a los 
vectores í)„r («, u) y t? r r (u, v) es necesario y suficiente que, 
j r (n . i?) | = ronsl. Demuéstrese esto. 

Sea r — r (m, 1 1 ) una función vectorial de la clase C'. 
Para que el vector r («, v) tenga un sentido constante os 
necesario y suficiente, que cu la región de cambio do los 
parámetros u y f el vector r (a, v) sea colincal al vector 
i)„r (u, v) y ni'vector tf„r (tt, v). Demuéstrese oslo. 

é9. para que lo imagen do una función vectorial suave 
;• = r (¡i, v) que satisface la condición d„r |\ d„r pertenezca 
a cierto plano es necesario y suficiente que los vectores 
d„v y <>,/' sean paralelos a este plano. Demuéstrese esto. 

50—53. Sean r,„ r 2 , r n vectores constantes y, además, 

los vectores r,, r t , /-, son no colineales. Hallar las imágenes 
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do las funciones vectoriales siguientes: 

(50) r = /•„ 4 ur , 4 «*r 2 + vr } . 

(51) r = »•„ 4 - eos ur, sen ur t vr 3 . 

(52) /• = »■„ + (» + -r) r i + («'“-r) ^ + »r a . 

(53) r = r„ H- u eos vr, 4 u son vr t H- u *r 9 . 

54. Mostrar que el plano es una superficie demonial. 
Escribir cualesquiera dos parnm oír ilaciones suyas. 

55 —G 3 . Mostrar que las figuras siguientes son superficies 
on ¡II a y construir sus paramolmacioncs: 

(55) Esfera. 

(56) Elipsoide. 

(57) Paraboloide elíptico. 

(58) Hiperboloide de un casco. 

(50) Hiperboloide de dos cascos. 

(60) Cilindro elíptico. 

(OI) Cilindro parabólico. 

(62) Cilindro hiperbólico. 

(63) Cono sin vértice,. 

64. Sean U una región on 5 a y /: IJ -*11 una función 
do la clase C h . Mostrar que el gráfico do la función /, o sea, 
oí conjunto S = {(x, //, z) £ H* | (x, ;/) £ U, z ~ / (x. y)) 
os una superficie elemental de la clase C \ y que la función 
vectorial r (i/., v) = (n, v, / (tu o)) es su pnramolmnción. 

65. Mostrar que toda superficie .5 es lor.almcnlo ni grá¬ 
fico de cierta función, o sea, para todo punto 11 £ S se puede 
hallar un entorno W de oslo punto en 8 a tal, que S f) w 
sen el gráfico de cierta Función. 

66. Senil r: V -»-H\ donde V es una región en H 2 , 
y 0„r II (?„>' pora todos los puntos de V. a) ¿Es una super¬ 
ficie el conjunto r (P)? b) Mostrar que para todo punto 
(«, (>) £ V existe una región U en ’l z , tal, que (». v) £ 
<z U cz V y »• (£/) es una superficie do la clase C h ■ 

67. Sea la función vectorial r (u, ti) = (i/, u, 0), donde 
(«, v) £ ’1 j \((m, d) | v = 0, »>0), es una paramolriza- 
ción de la superficie. S. a) Determinar la forma de ln super¬ 
ficie S. b) Hallar una región sobre la cual la función vecto¬ 
rial p (r, <p) = (rcosq», rson (p, 0) as la parnmntrixación 
do la superficie S. Construir la sustitución de las parainotmn- 
cionas indicadas. 
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§ I. Distintos mólotlos «le representación 

Si la función vectorial r: I t -*-r (í) es paraino- 

trización de la línea o «le la curva, entonces la igualdad 

'•='•«) ( 1 ) 

so llama ecuación vectorial de la lútea (cuma). Si (.r (/), y (/)) 
son componentes do la función vectorial (1) con respecto al 
sistema do coordenadas cartesianas rectangulares en U*, 
entonces la ecuación (1) es equivalente a «los ecuaciones 
parainótrions 

x = x (/). y = y (t). (2) 

Un caso particular «lo la representación paraniólrien (2) 
es la representación explícita de una línea, (curva): 

!/ = / (x). (3) 

La línea (imagen de una curva) puedo ser definida tam¬ 
bién con ayuda «lo la ecuación 

P (x. y) = 0 (ó) 

que es uno representación implícita. 

lili vez de las i'.oordcnadas rectangulares cartesianas se 
pueden utilizar también las coordenadas polares. 

68. Escribir la ecuación do una figura pinna constituida 
por lodos los puntos cuyo producto «le distancias hasta 
dos puntos dados Fj y F t (| F,F 2 ¡ = 2b) es una magnitud 
constante igual a a* (óvalos de Cassirü). ¿Cuáles do estas 
figuras son lincas y cuáles pueden sor imágenes do curvas? 

69. Se dan una circunferencia con diámetro O A , largo 2 n 
y lo tangente a olla en el punto A. Por el punto O se traza 
el rayo OC y éste lleva el segmento OM congruente al seg¬ 
mento llC. comprendido entre la cirmmfcrcncin y la tan¬ 
gente /1/f. Al girar el rayo OC alrededor del punto O el 
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pimío M si; desplaza por ia trayectoria que so llama cisoide 
de Diocles. Hallar la ecuación de osla trayectoria. ¿Es una 
linca la cisoide de Di ocles? 

70. Un rayo arbitrario OE corta en los puntos D y E 
la circunferencia 

i 2 +(í'-t) 2 == t- 

y la tangente a lo misma que pasa por el punto C diametral^ 
mente opuesto a O. Por los puntos D y E están trazadas las 
rectas, respectivamente paralelas a los ejes Oí y Oy, hasta 
intersecarse en el punto M. Encontrar la ecuación do la 
línea formada por los puntos M (curvo de Agncsi). 

71. Fil punto M so despinza uniformemente por la recta 
ON que gira uniíortnoinonlo alrededor del punto O. Hallar 
la ecuación do la trayectoria del punto M ( espiral de Arqt/.í- 
medes). 

72. La recta OL gira en torno al punto O con una velo¬ 
cidad angular constante o>. El punto M so muovo por la 
recta OL con una velocidad proporcional a la distancia 
| OM |. Encontrar la ecuación de la linca descrita por el 
punto M ( espiral logarítmica). 

73. Un sogmenlo A/J do longitud constante 2a so desliza 
con sus ex troníos por los ejes del sistema rectangular de 
coordenados xOy. Desde el origen de coordenadas está tra¬ 
zada la recta OM perpendicular a A/J. Hallar la ecuación 
do la figura formada por los puntos M (rosa de cuatro pélalos). 
¿Es tina linca esta figura? ¿Puedo ser olla la imagen do una 
curva? 

7ó. En torno a cierto punto O de una circunferencia de 
radio a gira un rayo. En esto rayo, por ambos lados del 
punto A a sus intersecciones con la circunferencia, so trazan 
los segmentos AM, y AAf t de longitud 2b. Encontrar la 
ecuación de Ja figura descrita por los puntos M , y A/, ( cara¬ 
col de Pascal ; en particular, cuando a = b, cardioidc). 
¿Todo caracol do Pascal es una linea? 

75. Una recta x = a corta el ojo Ox cu el punto A y un 
rayo arbitrario OH lo corta en el punto li. El rayo lleva 
trazados, por ambos lados del punto O, los segmentos 
H y nAl j congruentes al segmento AH. Escribir la ecua¬ 
ción do la figura <l> formada por lodos los puntos M, y M 2 
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( estro/oi.dc). ¿Son líneas iris figuras c|) y <l> \ /I V ¿Pueden sor 
estas figuras imágenes do curvas? 

7(>. Por el pimío K (a, n/2) rindo orí coordenadas pola¬ 
res so traza una roela paralela al ojo polar. Un rayo arbi¬ 
trario O K corla esta reda en ol pnnl.o K. 151 rayo lleva 
trazados, por ambos lados riel pimío K, los segmentos con- 
gnicnl.es KAI, y KM t do largo /.. Escribir la ecuación do 
la figura constituirla por lories los puntos M, y ( concoide 

de Nicomedex). ¿Es línea la concoide de Nicomcdcs? ¿Puede 
sor olla Ja imagen ríe una curva? 

77. El segmento AH do longitud a se desliza con sos 
extremos por los ejes del sistema rectangular tic coordena¬ 
das, Las roelas AC y fíC , paralelas a los ojos de coordenadas, 
so corlan en el punto C desde el cual se baja la perpendicular 
CM n la recta AII. Escribir la ecuación ríe la figura com¬ 
puesta por tos puntos >1/ ( nslrníde ). ¿lis una línoa la nslroirlc? 

78. Encontrar las ecuaciones paraniclricns del desarrollo 
«lo una circunferencia, o sea, de la trayectoria riel extremo 
«le un hilo bien tenso que se desarrolla do una bobina plana 
redonda fija. 

7f). Un círculo de radio a rueda sin «Icsliznr por una recta. 
Hallar las ecuaciones tic la trayectoria del punto M rígida¬ 
mente acoplarlo al círculo y alojarlo a una distancia d desde 
su centro ( cicloide para d -- a, cicloide corla para d < o, 
cicloide larga para d > a). 

80. Una circunferencia rio radio r rueda sin deslizar 
por la circunferencia tic radio /f quedando fuera do ésta. 
Encontrar la ecuación de la trayectoria rio un punto M de la 
circunferencia que va rodando (epicicloide). ¿Qué pasa 
cuando r — If'i 

81. Una circunferencia de radio r rueda sin deslizar 
por Ja circunferencia de radio H quedando dentro de ésta. 
Escribir las ecuaciones de la trayectoria do un punto M de 
la circunferencia que va rodando ( hipocíclvide ). ¿Qué pasa 
cuándo Ji — Ar, )( = 2r? 

82. Darla la curva 

x = I a — 2l, y = I a — 2. 

¿Se encuentran sobre su imagen los puntos M (—J, —1), 
N (A, 2). !’ (\, 2)? Hallar los puntos de intersección rio 
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Ja imngoit «Ir Ja curva con los ejes <Jn las coordenadas. Inscri¬ 
bir Ja ecuación implícita de la imagen de la curva. 

83. Hallar las pnramctmaciones de la circunferencia 
x" j/ 9 — 2 ax = 0 tomando como parámetro: a) el coefi¬ 
ciente angular de una recta que pasa por ol origen do las 
coordenadas y un punto de la circunferencia; Jj) el ángulo 
comprendido entre el eje Ox y una recta que pasa por un 
punto de la circunferencia y su centro. 

84—91. Construir Jas imágenes de las curvas siguientes: 


(84) 

x ~ 


?/ = 

«*+t + i- 

(85) 

*=--í 2 — 2t-|-3. 

y = 

£*—2í + l. 

(81*) 

x - 

= a son 2 1 , 

y— 

b eos 2 1 . 


T > 

n 

1/ 

ni 

* J 

•L ■ ■ 

V 1 -1- 1* ’ 


V 1 1 /* 

(88) 

X- 

-3‘43-‘, 

u — 

3' 

m 

X - 

a — t 
- «-i i * 


i 

«-H ' 

(90) 

x = n luí, 

// = 


(91) 

X - 

. n 1 - 

ua + n H-f 

y = 

"+ /? -iTir- 

92. 

Cas pnrmnolrizacioncs d 

le una hipérbola su pueden 


lomar do la forma 



¿Como se mueve un punto por la hipérbola cuando el pará¬ 
metro t croco do —oo a H-oo? ¿Que reemplazo do! pará¬ 
metro hay que efectuar para que la pnramclrización de la 
rama derecha de la hipérbola tome la forma 

x = a ch q>, ij — b sli ip? 

93. Mostrar que las ecuaciones 


y 


x — a eos 0, ;/ = b sen 0 


i-<* 
! + <’ 


21 

H-' s 


x — ti 


y = '> 
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son paratunlrizncioncs de la mismo lineo. Dibujar esta lineo. 
¿Cómo se desplaza un punto por In línea cuando el pará¬ 
metro l crece de — oo a +oo? 

94—104. Señalar qué líneas”se definen en coordenados 
polares por las ecuaciones siguientes: 

(04) r = 4. 

(95) r •-« 2a eos <p, (96) 


( ! ' 7 > 

<*» '-3TT5M- 

(101) r* eos 2>p = a 2 . 


(98) r-, 

(100) r 


ir. 


5 — 3 eos <p ' 
2 


1 — eos tp ■ 

(102) r = I) sen <p. 


(103) r = scc 3 («p/2). (104) r = cosco 3 (cp/2). 


105. La curva niio tiene lo paramclrizacióu r (<) = 
— (x (I). ?/ (0)> donde x (I) o y (í) son funciones racionales 
del parámetro í, se llama unicursal. Mostrar que una curva 
os unicursal si su imagen puede ser dofinido por la ecuación 
que tiene la forma 

(*. ll) 4- <p„-i (x, í/) = 0, 

donde <p„ (z, y) es un polinomio homogéneo do grndo ti. 

100 —110. Mostrar que las figuras definidas por las 
ecuaciones que siguen a continuación son imágenes do curvas 
unicursales y hallar las paramelrizacioncs respectivas: 


(100) x 1 -I- y* — ox — 0. 

(107) x 5 -)- //* - 3nxi/ = 0. 

(108) (x* -I- y 2 ) x - 2 ay* = 0. 

(100) r = a (1 -f- eos <p). 

(110) (x a + y 2 ) x + a 2 (x a - y 1 ) = 0. 


§ 2. Tangencia. Tangente y normal 

Las ecuaciones de las tangentes a las líneas (curvas) 
definidas por las ecuaciones (1)—(4) del § 1 tienen, respec¬ 
tivamente, la forma 

f> = y + Xr\ 

X-x _ Y-y 
— '• --- - — . 


X 
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y - u = /' (*) (* - *). 

(A- - x) F x + (Y - ,/) F„ = (I, 

(loiulo X, Y son las coordenadas corrientes de un punto sobre 
la tangente, p es el radio vector de este punto, x o // son las 
coordenadas del punto do tangencia. Las ecuaciones de las 
normales tienen, respectivamente, la forma 

(p — r)-r' = 0, 

(A' — je) x + (y — //) y' *= 0, 

X — x + (Y — y) I' (x) = 0, 
x —t _ y—y 

Í l 'x ~ l' f ' 

Si para dos líneas que tienen un pimío común íl/„ existen 
paramctmacioncs naturales suyas /•, = /-, (*), ,- 2 M 
talos, quo »■, (*„) = r t (s„) « M n y 

lim I' - ' K-I-AQ - r,(i,4 As) | 

adoinús /< es el máximo entro los números que satisfacen 
a osla condición, entonces se dice que estas lincas en el 
punto indicado tienen una tangencia de orden It. Dos líneas 
lionen en el punto común M n la tangencia do orden k si, 
y sólo si, existan parnmolmacioncs naturales suyas /•, = 
= /■, (*), /• j = r t (s) tales, que r, (s„) = r. t (*„) « /»/„, y, 
con s =- s„, 

rf, l ... '!''■> rf'o-, _ ri’>r, ,/*♦«/•, , 

</* ’ " ‘ ’ ,/.<'■ — ,/»<■ > I ^ ,/ s A*l • 

Si para dos lineas que tienen un punto común M„ existen 
paramcli¡/aciones suyas /•, = r, (í), (l) tales, quo 

r i (*») = r t ( l o) = /l/ 0 y, con l = <„ 

d r l __ dr, rf'c, _ r/lMi»-, , 

rf< ' rfí* rfl* ’ -<U >■“ ^ ,/[)>•' ’ 

entonces estas líneas tienen en el punto /l/„ una tangencia 

do orden /c. 

Supongamos que para una línea está representada la pani- 
nielmaciófi x = x (<), // = y (l) y Ja segunda línea está 
representarla en la forma implícita F (x, y) — 0. Si en 
cierto punto, que pertenece a ambas lincas, se cumplen las 
n-oicis 
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relaciones 

/*'(-* ( 0 , !/U)) = (\ = 


,!’• r 

,W' 


= 0 , 


■n"-‘ 




entonces las lincas tienen en este punto una tangencia de 
orden le. 

111 — 127. Encontrar las ecuaciones tic la tangente, y de 
la normal a las líneas y curvas siguientes: 

(111) ;/ = ** -I- <4* d- 3 en los puntos A, II, C con ias 
abscisas —1, U, 1. 

(112) y — x 3 en los puntos A, B con las abscisas 0 y 1. 

(113) y = sen x en los pimíos con las abscisas 0, Jt./2, n. 

(lid) ;/ Lg x en los puntos con las abscisas 0, si!A. 

(1 lf>) x — l 3 — 21, y — í* + 1 cu el punto A (I. = 1). 

(HOJja: — n eos* t, y ■= « son* t. 

(117) x = a (/ — sen l), y «■ a (1 — eos t). 

(113) x — (i eos t, y = b sen t. 

019) x-f (i+f), n—1(*-‘r)- 

(120) .r* -I- y 3 — 3 nxy = 0 en el punto A (3«/2, 3«/2). 

(121) (*“ -f ¡/*) x — ay 2 = 0 en el punto A (a/2, a/2). 

(122) (x* d- !ñ 2 - 2«* (x* — .V a ) “ C. 


(123) 4-d- 


J/L 

o* 


i. 



«l. 


(12b) y 2 - 2px. (126)r = arp. 

(127) r = 2a eos ip en el punto A para el cual (|> = ni A. 

128. ¿En qué punto la tangente a la parábola y = x 1 
forma con el eje Ox un ángulo de h 5 # ? 

129. ¿Puedo el ángulo de inclinación de lo tangente en 
cierto punto de la línea y = x* al eje Ox ser igual a 3n/4? 

130. Mostrar que el ángulo <p de inclinación do la tangente 
en un punto arbitrario de la línea 


y = x 6 -f 2x* d- * - 1 


al eje Ox está comprendido dentro de los limites n/A sj 

< (p < n/2. 
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131. Hallar la tangente a Ja parábola y = x' ¿ quo sea 
paralela a la ícela 

y = 4x — 5. 

132. ¿En qué punto la tangente a la parábola y = x l — 
— (i* -h 5 os perpendicular n la recta x — 2y 8 = 0? 

1113. En la ecuación do la parábola y = x* + bx c 
escoger las constantes liycdc modo quo la parábola sea 
tangente a la recta y = 3z — 5 en el punto con abscisa 
x = 2. 

134. ¿En qué puntos con la misma abscisa (no igual 
a cero) las tangentes a las líneas y = x‘, y — x 3 son para¬ 
lelas? 

135. Demostrar quo sólo uno normal de In linón y = x" 
("• os número entero positivo) pasa por el origen de coor¬ 
denadas. 

13(i. Hallar las tangentes a la curva x = í 1 — i, y = 
” í 3 -h 1 que sean paralelas a la roela 2x — y |- 3 ** U. 

137. Hallar las tangentes o la curva x =■= i 3 , y n = í 2 
quo pasan por el punto Al (—7, —1). 

133. Mostrar quo las líneas 

y = a sen (x/a), y = « tg (x/a), y = a In (x/n) 

corlan el eje Ox en un ángulo que no depende de la maií 
nitud a. 

139. Hallar las tangen los a la aslroide 

X-í/3 _|_ ,,2/J = a 2/l 

quo estén más alejadas del origen de las coordouadas. 

láO. Demostrar que para todo punto Al do la hipérbola 
equilátera x* — y 2 = d‘ el segmento <lc la normal desde el 
punto M hasta el punto do intersección con el eje Ox os 
congruente al segmento O Al. 

141. Demostrar quo todas las normales de la desaíro- 
llanto de la circunferencia x = a (eos í -j- t sen l), y = 
= a (sen i — t eos t) están a una misma distancia del ori¬ 
gen de las coordenadas. 

142. Mostrar que si todas las normales do una linca 
plana pasan por un punto fijo, entonces la linca es una cir¬ 
cunferencia o parte do ésta. 

143—146. Hallar los puntos do intersección y los ángu¬ 
los con que se intersecan las líneas siguientes: 

(143) y % — 4x, x 2 = 4y. 
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(144) x 2 H- i/ a -= i», x 2 -I- «/* — 0x = 9. 

(145) X a -|- y" -f- 2.z — 7, y 1 — 4x. 

(149) y — so» x, j/ = eos x. 

|/, 7 _|/, 9 . Demostrar que las líneas si guíenles se inter¬ 
secan íonnamlo un ángulo recio: 

(147) y = x — x 2 , y = x 2 — x. 

(148) i/ 2 « 2nx -|- a 2 , i/ 2 = —2bx -|- !> l . 

(149) x- — ;/ 4 ■= «, xy - b. 

150. Mostrar quo la langeule del ángulo formado por la 
tangente a la curva r = r (q>) con el radio vector trazado 
al punto do tangencia so dofino por la fórmula 

^ I' _ f/r/r/lp • 

151. Mostrar que el ángulo comprendido entro la tan¬ 
gente y el radio vector en un punto arbitrario do la cardioklo 
es igual a la mitad ilcl ángulo polar. 

152. Demostrar que las tangentes a la enrdioide r = 
= 2a (1 — eos ip) trazadas en los oxlrcmos de una cuerda 
quo pasa por ol polo, son recíproca monto perpendiculares. 

153. Demostrar que el ángulo comprendido entro una 
tangente n la espira) de Arquínmlcs r = a<p y el radio vector 
trazado desdo ol polo al punto de tangencia tiendo a 90° 
cuando «|>! —► co. 

154. Demostrar que el ángulo ji lormado por una tan¬ 
gente en un punto arbitrario do la espiral logarítmica r = 
-r ca'i', a >ü, con el radio vector del punto do tangencia, 
es constante. 

155. Demostrar que sólo las espirales logarítmicas y las 
oircutcrencios poseen la propiedad indicada en el proble¬ 
ma 154. 

15(5. Demostrar que el ángulo p formado por la tangente 
en un punto arbitrario de la Icmniscata de Beruoulli r 2 = 
= 2rt 2 eos 2ip con el radio vector deJ punto de tangencia es 

igual a 2i|> H- * , donde (p es el ángulo polar del punto do 
tangencia. Basándose en esta propiedad, señalar el método 
de construir la tangente y la normal a un punto arbitrarlo 
de la lemnisco la. 
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157. Sean dadas las curvas en coordenadas polares: 
r = r (q>) y r, = r, (rp). Mostrar que ellas se intersecan for- 
mnndo un ángulo recto si rr¡ -f- r r \ = 0. 

158—159. Mostrar que las curvas siguientes so intersecan 
formando un ángulo recto: 

(158) r = ac*, r *= be'*. 

(159) r = a (1 + eos q>), r = a (1 — eos q>). 

160. Supongamos quo la tnngento a la línea y = y (x) 
en el punto M corta ol eje Ox en el punto T, y que la normal 
lo hace en ol punto N, suponiendo quo P es la proyección 
del punto M solirc el eje Ox. Demostrar que las longitudes 
do la tangente MT, do la normal MN, do la suhlnngonto PT 
y do la subnormnl PN so expresan por las fórmulas 

I MT | -|-^| VT+T 7 , I MN | = | y | l'TTF*. 

| PT I ,=< ] "p" ¡ | PN | = | yy' |. 

161 —162. Hallar las longitudes do la tangen lo, do la 
subtangente, de la normal y de la suhnorinnl do las líneas: 

(161) y = tg x en el punto M con abscisa n/ó. 

(162) y — -i-fe* + «-*)Jcn un punto cualquiera. 

■ 163. Hallar las línons on las cuales la longitud do la 
subnormal os constante o igual a k. 

16ó. Hallar las lincas en las cuales ,1a longitud de la 
subtnngonle es constante e igual a k. ' 

165. Mostrar que las únicas líneas on las cuales la longi¬ 
tud de In normal es una magnitud couslnnto son las circun¬ 
ferencias con centros en el eje Ox. 

166. Hallar las líneas en las cuales lo longitud de la 
tangente es unn magnitud constante a. 

167. Mostrar que el área S limitada por la tractriz 
(véase la respuesta al problema 166) y el cjo de las abscisas 
es finita. 

168. Supongamos que la tangente a la curva r — r (<p) 
en el punto M corla lo recta que pasa por el polo y os per¬ 
pendicular al radio vector del punto de tangencia en el 
punto T y a la normal, en el punto N. Demostrar que las 
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longitudes fie la ten nenie polar Af T, <lo la normal polar MN, 
de la subtangonlc polar OT y de la subnormal polar ON 
se expresan por Jas fórmulas 

| MT | « | -L. | V7 ¿ -Í -V'*, | flfN | = yV-f-r' 2 , 

1 OT 1 = -p-|-> | ON 1 «= | r' |. 

1G0. Hallar curvas en las cuales la longitud de la sub- 
langontc polar es constante e igual a k. 

170. Hallar las curvas en las cuales la longitud de la 
subnormal polar es constante. 

171. Hallar las curvas en las cuales la longitud de la 
normal polar os constante c igual a k. 

(72. Demostrar que la longitud del segmento do tina 
tangente a la astroide 

x 2/i + ,,2/a ^ a 2/s t 

comprendido entre los ejes de las coordenadas, es igual a a. 

173. Mostrar que las tangentes n la lomniscatn de Bcr- 
nonlli »•* = 2c* eos 2rp trazadas on los extremos do la cuerda 
que pasa por el polo del sistema polar do coordenadas, son 
paralelas. 

174. Demostrar que cada tangente corla la astroide on 

dos puntos en los cuales las tangentes se intersecan en un 

punto que so encuentra en la circunferencia circunscrita 

cerca de la astroide. 

175. Para que dos líneas tengan en un punto común una 
tangencia de orden no inferior al primero, os necesario 
y suficiente que en el punto indicarlo tengan una tangente 
común. Demuéstrese esto. 

176. Demostrar que la línea j = e 1 " sen mr es tan¬ 
gente a cada una de las líneas y = e hx o y = e' 1 '*. 

177—176. Hallar el orden de tangencia en el origen de las 
coordenadas de las líneas siguientes: 

(177) y = sen x, y = tg x. 

(178) // — x 3 , y = x sen x. 

170. Demostrar que las líneas 

ij = sen x, y =■ x* —i x 3 + x 
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tienen en el origen de las coordenadas una tangencia de 
tercer orden. 

180. Averiguar qué orden de tangencia tienen las líneas 

x 2 A-y 2 — 6z— 6y-(-10 = 0, V~x+V y —2=0 

(z>0, y>0) 

on el punto A (1, 1). 

181. Hollar la ecuación de una parábola do la forma 
y = x 1 + ax + b que es tangente a la circunferencia x* + 
4- y 1 = 2 en el punto M (1, 1). 

182. Hallar Ja ecuación de la circunferencia que tiene 
con la parábola y = x 1 en el origen de coordenadas una tan¬ 
go acia de segundo orden. 

183. Plantear la ecuación de la parábola que tiene con 
In linón ;/ — In x on el punto M (1, 0) el orden más alto 
do tnngoncin. 

18ó. Hallar la línea y ~ a„ -I- n,x + o,* 1 -I- . . H- n„x n 
que ticno con la línea y = / (z) en el punto A (0, / (0)) una 
tangencia de ordon rt. 

185. Encontrar las ecuaciones: a) do una elipse, b) do 
una hipérbola y c) de una parábola, cuyos vértices coinci¬ 
den con el vértice A {nR, 2R) do la cicloide x =- II (t — 
— sen l), y = R (1 — eos í) y que tienen con la cicloide ol 
orden superior de tangencia. 


§ 3. Asíntotas. Puntos singulares. 

Investigación y construcción de las líneas (curvas) 

Si una línea (curva) 

x = x (t), y = y (t) (1) 

permite una asíntota para t cuya ecuación os Y = 

= IfX -f b, entonces 

/c= h= lín, (ff (0 — *■*(<))• 

(-(o r-c» 

Si la línea (curva) (1) admite una asíntota vertical para 
l ->-t 0 , entonces la ecuación de esta última tiene la forma 
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x — a, donde 

a — 1ím.r(0t límy(t) = cc. 

f-lo l-*(o 

Supongamos que una curva está dada por la paramotri- 
7,nc-ión r =■■ r {I) y M = r ( t„) es un punto suyo tal, que 
r‘ ( l <i) = o. A este punto Af lo llamaremos irregular. 

Son r ,,,) (t„) la primera derivada distinta del cero y sen 
r q (/.„) la primera entre las derivadas no cólmenles al vector 
, ' <p> (*<))• Entonces son posibles los casos siguientes 

1) p os impar, q es par; 

2) p es impar, q es impar; 

3) os par, q es impar; 

ó) p es pnr, q es par. 

15n el primer caso la imagen de una curva en oí unloriio 
del punto M Mono la misma forma que en el entorno de un 
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punto regular. En el segundo caso el punto M os un punió 
de inflexión. En el tercer caso el punto M se llama punió 
de retroceso de primer género. En su onlorno una curva se 
comporta del modo que se’ muestra en la fig. 1. En el 
cuarto caso el punto M se denomina punto de retroceso de 
segundo género. En su entorno nnn curva tiene una forma 
tal como se indicn en la fig. 2. 

Supongamos que una figura plana l definida por la 
ecuación 

/’ <*, y) = 0 , ( 2 ) 
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donde /•' es una función suave, posee las propiedades: 

a) existen los puntos M„ . . ., M,, de la figura /. tales 
que lo figura l¡ = \{á/ Jt . . M h ) os una línea; 

b) ninguna de las figuras i, U {M¡} (i = 1,2, . . k) 
es una línea. 

Entonces la figura l se llama línea de puntas singulares 

MM t . Mu- Singulares puedon ser sólo tales puntos 

en los cualos F x (.r, y) = 0, F y (x, y) =0. Un punto sin- 
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guiar M do la línea (2) se denomina punto singular doble, 
si en el al menos una de las segundas derivadas parciales 
do la función F (x, y) as distinta de cero. 

Si por un punto singular doble M pasa una línea elemen¬ 
tal que pertenece o la linea (2) y en esto punto 0, 

entonces el cocimiento angular k de la tangente a esta línea 
elemental so halla do la ecuación F xx -f 2 F Iu k -|- F v „k? = 0. 

Si en el punto singular doble so cumplo la condición 
Fl„ — F XX F VV >0, entonces on el entorno do este punto 
se pueden destacar dos líneas elementales que pasan por el 
mismo. Un punto así so llama punía múltiple. Si F\ u — 
— F xx Fy V < 0 en el punto flf, entonces en cierto entorno 
suyo, además de este mismo punto, no existen otros puntos 
que satisfagan n la ecuación (2). Un punto así so dice aislado. 
Si F% u — F XX F VV = 0 en el punto M, este puede ser punto 
do retroceso do primero o segundo gónero o punta autalan- 
gencial. En este último caso en cierto entorno del punto la 
línea tiene una forma tal como se muestra en la fig. 3. 

Investigar una linea, esto quiere decir averiguar el con¬ 
junto de las propiedades más importantes de la misma que 
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permitan construirla con exactitud suficiente. Entro las 
propiedades más importantes se pueden citar la prosoncin 
o ausencia de puntos singulares, puntos de inflexión, asínto¬ 
tas, puntos múltiples, puntos en los cuales las tangentes son 
paralelas a los ojes do coordenadas y en los cuales la línea 
corta estos ejes. 

18G—101. Hallar las asíntotas do las líneas definidas 
por las ecuaciones en forma explícita: 

O* 5 ) 0-TTa • (187) 


< l ««> • 
(i'■•«.) u--- . 


(,89) y— 


192— 194. Hallar los asíntotas do las curvas representa¬ 
das por las ecuaciones en forma paramótrica: 


^ 2 > Ht-2) ' 

21—1 
i * -" i r ’ 


(193) x ■ 


(194) •x= T i rr , 



195—197. Hallar las asíntotas de las líneas definidas 
por las ecuaciones implícitas: 

(195) xy' - <f - óx = 0. 

(196) xii 1 = i 1 -I- 2z - . 

(197) (x J - y 1 ) (x - y) = i. 

198—199. Hallar las asíntotas de las curvas definidas 
por las ecuaciones on coordenadas polares: 

(198) r = se " - ■ -|- 1 ( concoide de Nicomedcs). 

(199) r= 2 - e ^ tp ( cisoldc de Diocles). 

200—204. Hallar los puntos singulares de las líneas 
definidas por las ecuaciones siguientes: 

(200) y a = x 5 + x 1 . (201) x* = y 1 + x*. 
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(202) ;/ J = x 3 — x*. (203) xhf = x 3 + »/*. 

(20-1) Ai/ 1 = x + 5x*. 

205—209. Hallnr los puntos singulares y escribir las 
ecuaciones do las tangentes en los mismos para las líneas 
siguientes: 

(205) (x J + y*) x — 2ny* = 0 (cisoide de Diocles). 

(206) (x* + y 1 ) {y — a) 1 — l 1 ;/ 1 = 0 (concoide de Nlco- 
medes). 

(207) (2 a — x) y 1 = x (x — a)* ( estrnfoide ). 

(208) (x 1 -f y 1 ) 1 — 2o- (x 1 — i/ 3 ) (Icnmlscata de ¡lenioul- 
li). 

(209) (x 1 + y 1 - 2ax)* = da 3 (x 1 + ;/*) (cardtoidc). 

210—212. ¿Existen la tangente y la normal en los puntos 

indicados de las líneas siguiontcs? 

(210) y = x son (1/x) en el punto x = 0. 

(211) y = x (1 4- e ,,T )' 1 on el punto x = 0. 

(212) y => (1 + cW' - ") -1 on el punto x = 1. 

213. Mostrar que las coordenadas del punto do inflexión 
He la línea definida por la ecuación P (x, y) = 0 salisfacon 
n la ecuación 

v; - 2 p X¥ p x f, -i- p„n = o. 

214. Hallar 1a ocu ación que determina los puntos do 
inflexión de la curva representada por la ocuación r — 
— r (rp) en coordenadas polares. 

215—222. Investigar y construir las líneas definidas 
por las ecuaciones en la forma explícita: 


(215) 

(217) 



r» 

2 (.r i )* • 


(210) y =\/ 


(221) y=c~ zt . 


(21«) íf -7^. 

(218) , , 1.|£||. 

( 220 ) «=—■■ 
(222) y = c'' x . 
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223—238. Investigar y construir los imágenes tic las 
curvos <1 atlas por los ecuaciones paramctricas: 


(223) 

(22á) 

(225) 

( 220 ) 

(227) 


y — t (folio de Des¬ 

earles) 


í» 

r - — . 

V = 

MI - 1 ) 

i -i- /* • 

i + (* ■ 

/» 

y = 

/» 

* 1-M* 1 

H-<* ' 

í’ 

y = 

«(i-**) 

*“ 1-H* • 


x i 1 . 

y =" 

~ l (3 í*). 


(228) 

t* 


x i > 

y i-/» • 

(229) 

»* 

e 3 

i-/’ ' 

■V- i_í. • 

(230) 

*-41*. 

>/ = 3 1 (í l +1). 

(231) 

x — /*, 

y = 

(232) 

x 10(1 — 0 ’ 

;/u= (3. 

(233) 

t 

. MI -2»*) 

x - í~,í . 

U t-O 

(234) 

x ^ / '•», 

y = i* -1-1*. 

(235) 

r»<* 


1-M* * 

J i + 1» • 

(230) 

_ 0-1-2)* 

,, (í-2) 5 

* í+t ' 

* <-i • 

(237) 

x 41 


x í-f ’ 

J 1 — t» • 

(238) 

x= 2 sen l. 

2 eos ’l 

2 -|- eos í ’ 


239—274. Investigar y construir las líricos (con puntos 
singulares) definidas por las ecuaciones: 

(239) x- 1 - + 1 = 0. 

(2/i0) xy* - - 4x = 0. 
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(241) x (x 2 + y 2 ) - y* + x = 0. 

(242) xy 2 - x 3 + 2x - |. 

(243) X> + y* = a*. 

(244) x 4 — 4*V — 6x* — 4 y* = 0. 

(245) (x 2 - y 2 ) 2 = 2x. 

(246) (x 2 - y») (x - «/) = 1. 

(247) (x — y) x// 4 x + y = 0. 

(248) x 2 // 2 + y = 1. 

(24!)) x 2 + xi/ 2 — x 2 — y* = 0. 

(250) x 2 -|- y 2 - x 2 ;/ 2 . 

(251) x 1 - y 4 + x 2 -I- 2y* - 0. 

(252) x 2 - xy 2 -|- x 2 + y 2 = 0. 

(253) (x 2 - y*) 2 = a 2 (x 2 + y 2 ). 

(254) *y>- -(| -1 )*. 

(255) x (x 2 - 3y 2 ) - 4 (x 2 4 y 2 ) = 0. 
(250) x 4 -|- y* - x 2 + y*. 

(257) *» -h xy 2 + x 2 — y 2 = 0. 

(258) x 4 4 y* -|- x 2 — y* = 0. 

(250) xy 2 = (x - I) 2 . 

(2G0) x' -|- y 4 — 2xy = 0. 

(201) x 2 = y 2 + x 4 . 

(262) (x 4 1) (x -|- 2) y 2 = x 2 . 

(263) y 2 = x 2 - 2x 2 -|- x. 

(2G4) (x 2 + y 2 ) 2 = xy. 

(265) x 1 4 y 1 - x l = 0. 

(200) x- 1 — 27 (x — y) 2 = 0. 

(267) x 3 — xy 2 4 ay 2 = 0. 

(268) x* — x' 4 4x 2 y — 4y 2 = 0. 
(260) x 4 — x 2 y 4 >/ = 0. 
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(•270) x A -I **[/* — i üx 2 u H- '•>!/' — 0. 

(271) </ - »x»*. 

(272) z' ; — j:‘ + !/' «* 0. 

(273) x-' — «/' -|- xy = 0. 

(27ó) (x* i/ 2 ) 3 =-- 27 x 2 !/ 2 . 

275—281. Investigar y construir las imágenes de las 
curvas definidas por las ecuaciones en coordenadas polares 
(a veces generalizadas): 

(275) /• =•= tg («f>/2). 

(270) r* — rrcp (a =/- 0) (espiral de Fermat). 

(277) /• , *«|» -= «*, u ryCsí) (hushin). 

(278) r 1 = «V‘. a -/= 0 (espiral de Culi leo). 

<270) r ■» « I ^ , " > 0, 1 >U, <p >0. 

(280) r ~ asen (ip/2), a >-0. 

(281) /' « ti sen 3<p, a >U (rosa de lies pélalos). 

§ \. familia de líneas. Envolvente 

Sea dada la ecuación do una familia luonoparamólrico 
de lineas 

/•■ (x, ;/, C) = 0, (1) 

donde C es un parámetro. El conjunto de Lodos los puntos 
(|uo satisfacen al sistema de ecuaciones 

/■ (x, y, C) = 0, J-'c ( x , y, C) — 0 (2) 

so llama discriminante de una familia (1). 

Si /•'* y en los puntos del discriminante no se anulan 
simultáneamente, entonces el discriminante coincide con la 
envolvente de la familia, o sea, con una línea tal, que on cada 
punto suyo loque cierta línea de la familia. En el caso con¬ 
trario el discriminante no puede ser envolvente. Este caso 
requiere una investigación suplementaria. 

El discriminante de una familia representado por una 
ecuación on forma vectorial r = r (i, C), se define por el 
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sistema <lo ocniioiuiio.s 

r = /• (t, C) r, X r c = o. 

282 —284. investigar las fninilias do líneas y trazar las 
figuras: 

(282) CV + y 2 = Cx. 

(283) x 2 + 2 Cy = 2xy. 

(284) x = eos u cli v, y — sen u sli o para a) o = consf, 
b) u — const. 

285. Demostrar que cada línea de Ja familia <p (x, y) = a 
es ortogonal a toda línea do la familia i¡> (z, y) =* li on el 
punto r.oniún a ambas, si so cumplo la condición 

n 

9r Ox da Ou 

28f>. Mostrar que la familia de líneas ortogonales a las 
lineas de la familia fp (z, ;/) =■ a se define por la ecuación 
diferencial 

<t* _ ilu 

Oif.'üx '■ 'iifi/dy ' 

287. Hallar la familia de iineas ortogonales a un haz 
de rectas. 

288. Hallar la familia de lí noas ortogonales a la familia 
de circunferencias tangentes al eje Ox en el origen de coorde¬ 
nadas. 

289. Hallar la familia de líneas ortogonales a la familia 
de parábolas y 2 — 2 nx. 

290. Hallar la familia de líneas ortogonales a la familia 
de circunferencias que pasan por dos puntos fijos. 

291—299. Hallar la envolvente de las familias siguiont.es 
de líneas (con puntos singulares): 

(291) (z - GT + y 1 = o 1 . 

(292) (z - C) 2 -|- (,/ - cy = C 2 . 

(293) z eos C + y sen C — /> = 0. 

(294) y = (z - C)\ 

(295) ¡y - (z - cy = 0. 

(290) 1/ —(z — cy = 0 . 
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(2117) 3 (!/ — cy — 2 (.. — cy = 0. 

(2113) (I — C ¡ ) x 4 2 Cy — a = 0. 

(211!)) C 2 (x - a) — Cy — a = 0. 

300. Hallar la envolvente de la rninilin de rectas que 
tnruinn con los ejes do coordenadas triángulos de área cons¬ 
ta ule S. 

301. La circunferencia x 2 ;/'* = K 2 es envolvente do ia 
familia do roclos /lx + /fy -f - C — 0. ¿A qué relación 
deben satisfacer ios coeficientes A, 13, C ? 

302. Hallar la ecuación do la envolvente do una familia 
ile rectas sobro las cuales está el segmento de longitud 
(oustauto a si los extremos de este último se deslizan por 
los ejes del sistema rectangular de coordenadas. 

303. Hallar la etivolvolite do una familia do rectas qno 
son los lados de un ángulo recto que so desplaza por el plano 
do modo que uno de sus Indas paso por un punto fijo /•' y el 
ángulo recto circunscriba: a) una recta; b) una circunferencia. 

3(M. Una roela gira con velocidad angular constante 
alrededor do un punto que se mueve uniformemente por otra 
segunda recta. Hallar la envolvente de esta familia do rectos. 

305. Hallar la envolvente do la familia de circunferen¬ 
cias de radio r cuyos centros circunscriben una circunferen¬ 
cia do radio l{. 

30(1. Hallar la envolvento de la familia de circunferen¬ 
cias construidas, como en los diámetros, sobre los radios 
vectores focales do la parábola dada. 

307. Hallar la onvolvonlc do la familia de circunferen¬ 
cias construidas, como en los diámetros, sobre las cuerdas 
focales de la parábola y 2 = 2 px. 

X 7 U 7 

308. So da una elipse = 1. hn las cuentas 

paralelas a uno do los ejes de simetría, como en los diáme¬ 
tros, se construyen circunferencias. Hallar la envolvente 
de. cada familia tic circunfcncias. 

309. Sobre las cuerdas de la hipérbola ^ ~ — 1 

paralelas a uno do los ejes de coordenadas se construyen, 
como en los diámetros, circunferencias. Hallar la envolvente 
de cada familia. 
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310. Ilnllar^la envolvente tic la familia de circunferen¬ 
cias construidas, como sobro los diámetros, sobre las cuerdas 
de la parábola y 3 — 2 px que son perpendiculares al ojo de 
esta última. 

311. Se da una familia «le parábolas do parámetro p los 
ojes de las cuales son paralelos a Ox y los vértices circuns¬ 
criben una parábola y 2 = 2 qx. Hallar lo envolvente de 
esta fnmilia. 

312. Hallar las condiciones a los cuales deben satisfacer 

los puntos de la envolvente de la familia de líneas 

A' (x, y, a, p) = 0, dondo o y p están vinculados por la 
relación <p (a, P) = 0. 

313. Hallar la envolvente do la familia de lineas 

— I — — 1 , donde /> -•}- 7 = 1 . 

314. Hallar la envolvente «lo la familia de rectas -£-|- 

+ |f = 1 , los parámetros a, p están vinculados por la rela¬ 
ción a m H p m — a m ■*= 0, a = consl. Señalar los casos 
para m = 2 , 1 , — 2 . 

315. Desde el punto «lado, bajo diferentes ángulos al 
horizonte en un plano vertical y con la misma velocidad 
inicial v„, se arrojan puntos materiales. Hallar la envolvente 
de sus trayectorias (parábola do seguridad). 

316. Los radios do la circunferencia x 1 + y 3 = a? so 
proyectan sobro los ojes «lo las coordenadas. Sobre las proyec¬ 
ciones, como sobre los semiejes, so construyen elipses. 
Encontrar la onvoivento «le esta familia do elipses. 

§ 5. Longitud de un arco. Curvatura 

La longitud del arco de una curva definida por las ecua¬ 
ciones 

* “ x ( 0 . y •= y ( 0 . 
y = y (x), 

r = r (q>) 

se calcula por las fórmulas 

h 

»= } V.r ' 2 + y' 2 dl, 

‘1 


4-0M3& 
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■'3 

*=* j V i + V 2 xd, 

*• 

<Tf _ 

s •= j Y r z + r' ¿ dtp, 


rcspoclivamonto. 

Ln curvatura do una curva se calcula por las fórmulas 
l*T—«VI 
( x '* + /*) 3/2 ’ 

a= _lo_ 

( i +»'*) a/4 ’ 

, |r» + 2 r ’«-rr»| 

< r » + r '») 3/2 ' 


respectivamente. 

( La circunferencia osculatriz de una curva en el punto 
dado ticno con la curva uno tangencia no inferior a la de 
segundo orden. El contro do la circunferencia osculatriz 
se llama también centro de curvatura de la curva en el punto 
dado. Su radio denominado también radio de curvatura de la 
curva en el punto dado se encuentra por la fórmula fí = i/k. 
El circulo limitado por la circunferencia osculatriz se llama 
frecuentemente círculo de curvatura de la curva. 

317—322. Encontrar la longitud del arco comprendido 
cutre dos puntos arbitrarios M¡ y M „ de las curvas siguien¬ 
tes: 

(317) y - x 1 ' 1 . (318) y = ln x. 

(310) y-aeh-f. (320) ¿/= ln-^±1. 

(321) x — a (eos I -f ( son 1), y = a (sen t — £ eos t). 

(322) x = a (ln tg (i/2) -f eos t), y = a sen t. 


323—328. Encontrar la longitud del arco comprendido 
entre los puntos indicados de las curvas siguientes: 

(323) j/=lncosx, x l = 0, x 3 = ji/3. 
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(324) y = -—x Vx — Yx, punios tío intersección con cJ 
eje Ox. 

(325) p = -~-x 2 — -j-lm, x, = l, x, =4. 

(32G) j/ = lnsecx, x,= —n/3, x, = n/3. 

(327) x =■ t - ^ sh 2í, y= 2 cli í, i t = 0, í, = 2. 

(328) x=-8 at*, y = 3a (2í 2 — í*), í, = 0, t 2 = /2. 

329. Hallar la longitud del arco de la parábola r =— 
= a seo* (rp/2). cortado por el eje Oy. 

330. Hallar la longitud do una onda de una cicloide. 

331. Hallar !n longitud de uno rama do una opicicloido 
(hipocicloido) (véanse los problemas 80, 81). 

332— 335. Hallar la longitud de toda la curva: 

(332) x — a eos 3 I, y =» a son’ t. 

(333) r =» a (1 -f- eos <p). 

(334) r = a eos 4 (q>/4). (335) r — a sen 3 (tp/3). 

33G. Hallar la longitud del arco do la primera vuelto 
de la espiral de Arquímcdes r = «q>. 

337. Mostrar que la longitud del arco do la espiral loga¬ 
rítmica r = ca f n partir de un punto arbitrario hasta el 
polo, os igual a la longitud de la tangente polar trazada con 
respecto a la espiral en este punto. 

338. Hallar la ecuación de una línea, cuya longitud dol 
arco, medida entro cierto punto fijo A y un punto arbitrario 
M, es proporcional al coeficiente angular de la tangente 
trazada en el extremo del arco. 

339. Demostrar que la longitud del arco de una catenaria 
y = ach (x/a) a partir de su vértice hasta cierto punto os 
igual a la proyección de la ordenada de este punto sobro la 
tangente trazada on este punto. 

340. Mostrar que el área limitada por una catenaria, dos 
ordenadas de sus puntos y por ol eje de las abscisas, es pro¬ 
porcional a la longitud del arco correspondiente, además, 
como coeficiente de proporcionalidad sirvo ol parámetro a 
de la catenaria. 
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341. Demostrar que el producto de las longitudes de 
arcos medidas entre el vértice de. una catenaria y los puntos 
do tangencia de dos tangentes reciprocamente perpendicula¬ 
res, es una magnitud constante. 

.Vi2. Encontrar la pnramclri/nción natural de una cir¬ 
cunferencia. 

.Vi3. Encontrar la paramclrización natural de la cate¬ 
naria 

y = a ch (xla). 

.Vid — 353. Hallar la curvatura de las curvas siguientes: 


(344) ;/ = sen x. 

(346) 2 ¡ix. 

(348) .r = ti ros / , ;/ — b 

(349) x = n cli í. 

(350) * «= a (i — sen /.), 

(351) x ~ n eos* t, 

(352) r = at p.. 


(345) y — o el» (x/o). 
(347) x = l 2 . y = í a . 

/. 

// — b sh t. 
i/ n (t — eos í). 

;/ «= o son” i. 

(353) r = « (1 -I- eos <p). 


354. Hallar la curvatura de la línea definida por lo 
ecuación 

P {x, y) = 0. 

355—356. Hallar la curvatura de las sígnientos lineas: 


<**> -3-+-S—*■ 

(8»») 7¡—'fr- 1 * 


357. Calcular la curvatura de la línea y = x* en el 

punto O (0, 0). . 

358. Las líneas son dadas por su ecuación ducrenciai 
p ( x , y) dx + <? (x, y) dy = 0. Hallar la curvatura do las 

mismas. , 

359. Demostrar que en un punto arbitrario de la linea 
es válida la igualdad 


2 h 
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donde h es la distancia comprendida desdo el punLo 
de la línea para el valor del parámetro s -f As hasta Ja 
tangente trazada en el punto de la línea para el pará¬ 
metro s. 

3G0. Deraostrnr que el radio de curvatura do la cardioido 
r — 2a (1 — eos ip) en un punto cualquiera, es igual a 2/3 
do la longitud de la normal en ol mismo punto. Señalar el 
método de construcción del centro de curvatura para cual¬ 
quier punto de una cardioide. 

361. Demostrar que el radio de curvatura de la parábola 
y = **/2 p os igual a H = p/cos* a, donde a es el ángulo 
de inclinación de la tangente con respecto al eje de las 
abscisas. 

362. Demostrar que el radio de curvatura do la espiral 
lognrílmicn ;• = ca* en un punto cualquiera es igual a la 
longitud de la normal polar pnrn osle punto. Utilizando 
esto propiedad, mostrar un método do construir la circun¬ 
ferencia osculntriz en cualquier punto de la espiral logarít¬ 
mico. 

363. Calcular el radio do curvatura y señalar el método 
de construir ol centro do curvatura en un punto arbitrario do 
la trayectoria x = a (ln tg (</2) + eos l), y = a sen t. 

364. Demostrar que el segmento que une un punto arbi¬ 
trario de una cicloide con el centro de curvatura, correspon¬ 
diente a este punto, so biseca por ln baso do la cicloide. Seña¬ 
lar el método respectivo do construir el centro do curvatura 
para cualquier punto do una cicloide. 

365. Mostrar que la ordenada do un punto cualquiera 
de una catenaria os media proporcional entro su parámetro 
y el radio de curvatura en este punto. 

366. Mostrar que el radio de curvatura de ln lemniscatn 
de Bernoulli r ! = 2a 1 eos 2<p en cualquier punto suyo es 
tres veces menor que la longitud de la normal polar en este 
punto. Basándose en esta propiedad, señálese el método 
de construir el centro de curvatura en un punto arbitrario 
de una lonmiscata. 

367. Señalar el método geométrico de construcción do 
los contros de curvatura correspondientes n los vértices de 
una elipse. 

368. Escribir las ecuaciones de circunferencias osculalri- 
;cs en los vórtices A (a, 0), ü (0, b) do una elipse. 
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369. Escribir la ecuación do uno circunferencia osculat- 
riz de la línea ;/ = son x en el punto A (n/2, 1). 

370. Hallar la circunferencia osculatriz de una hipér¬ 
bola equilátera xy = 1 cuyo radio tiene el valor mínimo. 

371—373. Hallar sobre las curvas puntos en que la cur¬ 
vatura loma el valor extremo (vértices do las curvas): 

(371) y — e x . f x=ai-dsení, 

(373) r = o sen 1 («p/3). \ y = a — d eos t. 

374. Para que dos líneas en un punto común tengan una 
tangencia no inferior al segundo orden es necesario y sufi¬ 
ciente que tengan la tangente común y los vectores do curva¬ 
tura iguales. Demuéstrese esto. 

375. Mostrar quo on ol punto do una linoa on el cual el 
radio de curvatura tiono ol máximo o el mínimo, la línea 
tiene con la circunferencia osculatriz una tangencia no infe¬ 
rior ni torcer ordon. 

376. Hallar las coordenadas del contro y el radio do 
la circunferencia osculatrix do la parábola y* =* 2 px. ¿En 
qué punto de la parábola la circunferencia tiene con la 
niismn una tangencia do tercer orden? 

377. Supongamos quo las líneas í, y l 2 que so locan en 
ol punto M so encuentran en ol entorno de esto punto por 
un mismo lado con respecto a la tangente y 0 < /c» < 
donde /c,, h z son las curvaturas de las líneas en ol punto M. 
Demostrar que en el entorno del punto M la línea f, onvuelvc 
la linón l 2 . 

378. Si on un punto A el radio do curvatura tiene el 

máximo, entonces la linoa en el ontorno dol punto A so 
encuentra dentro del círculo de curvatura. Demuéstrese 
esto. . 

379. Si en un punto A la curvatura tiene un mínimo, 
entonces la línea en el entorno del punto A se encuentra 
fuera del círculo de curvatura. Demuéstrese esto. 

380. Hallar una parábola y = ax % + bx 4- c que tenga 
con la sinusoide y = son * on ol punto A (n/2, i) comunes 
la tangente y la curvatura. 

381. La circunferencia x 1 + p* = 5 es osculatrix en el 
punto A (1, 2) a una parábola, cuyo ojo es paralelo al eje Ox. 
Hallar la ecuación de esta parábola. 
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§ 0. Evoltilns y evolventes. 

Ecuaciones Intrínsecos 

La evolula, o sea, la figura constituida por los centros 
de curvatura do una curva definida por las ecuaciones (2) 
del § 1 tionc las ecuaciones 


*» -z’v ’ y 1 x- v ’-x"y 

Llámnso evolvente de la curva dada y a la curva y* con 
respecto a la cual y os ovoluta. Si la curva y está definida 
por la ecuación r — r (.?), entonces la ecuación de la familia 
do sus evolventes tiene la forma p = r + (X — *) t, dondo t 
es el vector unitario de la tangente a la curva y y X es un 
parámetro arbitrario. 

Vamos a atribuir a la curvatura de la curva un signo 
determinado, calculándola por la fórmula h = l=íí = 

“ a. donde a os el ángulo que la tangente a la ourvn forma 
con el eje Ox. En lo sucesivo los puntos colocados encima 
de la letra siempre designan la diferenciación del parámetro 
en cuya calidad se toma la longitud del arco. Se denominan 
ecuaciones intrínsecas do la curva a las ecuaciones de la 
forma 

h = k (a), /•' (*, s) — 0, 

k = h (t) * = s (1). 

Si so dan las ecuaciones intrínsecas do una curva, entonces 
la parametrización de la curva puede ser definida do la 
forma 

* = \ eos a (s) rls , V" [ son a (<) <ls. 

382. ¿Como es la ovoluta de una circunferencia? 

383—392. Encontrar las ecuaciones y trazar los ovolutas 
do las curvas siguientes: 

(383) x = a eos t, y = b sen l. 

(38Ó) X = a ch í, 1¡ =r ¡, sil t. (385) ,, = x 1 . 

(385) y = x 2 \ k es un número natural mayor que la 
unidad. 

(387) y — x 2 ' 1 *', le os un número natural cualquiera. 

(388) y = lux. (389) y = sen x. 
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(300) y = lg x, — ni 2 < x < ni2. 

(35)1) x — n <1 ii lg (ll'2) 4- eos t), y = a son t. 

(392) r — a (1 -|- eos <|>). 

393. Demostrar que Ja cvolula do una cicloido es una 
cicloide congruente a la dada. 

394. Mostrar que Ja ovoluta de una aslroidc os una ns- 
troide somojnnte a la dada, con la razón de semejanza igual 
a 2, vuelta con respecto a la dada en un ángulo n /4. 

395. Mostrar que la cvolula de una espiral logarítmica 
;• = cn' r es una espiral logarítmica obtenida de la dada, ha¬ 
ciéndola girar alrededor del polo en cierto ángulo. 

390. Hallar tul condición para el parámetro a do la 
espiral logarítmica r = ca v que la cvolula do la espiral 
coincida con la misma espiral. 

397. Knc.onlrar Ins ecuaciones de evolventes de la cir¬ 
cunferencia x* -|- 1 1 ‘ = ti* y trazar el dibujo. 

398. Riiconlrnr la ecuación y trazar el dibujo do la 
evolvente <le la catenaria ;/ = a ch (x/a) quo pasa por su 
vértice. 

399. Encontrar las ecuaciones do evolventes do la pará¬ 
bola 

x •= t, y = í*/4. 

400—4()2. Hallar las longilmlcs ríe arcos «le ins curvas 
citarlas a continuación, representando estas curvos en formo 
de ovolnlns do ciertas otras curvas. 

(400) Do la astroido x = a eos’ t, y — a sen’ 

(401) De una onda de la cicloide x — a (t — sen ()■ .'/ ~ 
— b (1 — eos t). 

(402) De la cardioido r = a (1 -I- eos ip). 

403—407. Encontrar las ecuaciones intrínsecas ele las 
curvas: 

(403) y = *’/*. (404) y = luz. 

(405) x — a (eos t -í- l sen f). !/ = « (son l — t eos í)- 

(400) x = a (In tg (ti 2) + eos t), y = a sen l. 

(407) r — a (1 -+- eos tp). 
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408—411. ¿Qué curvas se definen por ios ecuaciones 
intrínsecas siguientes: 

(408) k = a. (400) II = as. 

(410) l{ = (a* -|- «*)/«*. (411) s* ]\ 2 = 10a*. 

412—415. Encontrar las pnramctmacionos de las curvas 
para las cuales: 

(412) II son 3 a — a. (413) H = nc°. 

(414) II — aa. (415) * = a tg a. 

410. Demostrar que la cicloide es una linca isócrona. Eslo 
quiero decir que si la onda ríe la cicloide se coloca en el 
plano vertical con el vértice A hacia ahajo, entonces el 
tiempo empleado por un punto material para la traslación 
por la cicloide bajo In acción de la fuerza do gravedad do la 
Tierra a partir de cierta posición inicial M hasta el vértice A, 
no depende do la posición inicial del punto material. 
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§ 7. Ecuaciones (le curvas y de líneas 

La pnrnmelrización 

r =r (t) (1) 

de. una curva (o do una línea) en 'I; 1 la llamaremos ecuación 
ivrlorial i>nramrlric(i ile osla curva (do osla linea). Si r (l) 

- - (r (/), i/ (í), z (I)), enl.onr.es las ecuaciones 

* = * (l), ,j «= „ (t). * = x <0 (2) 

se denominan ¡¡aramélricas. 

Sean /*' (*, //, z)‘ y C (a - , »/, z) dos funciones suaves y / es 
un conjunto de soluciones del sistema 

/•' (r, //, z) = 0, C (.r, ;/, ?.) — 0. (3) 

Si en el punió Af (■ I los vectores 
(,’rad !•' (i9 T /\ <7 d, /’) y grad G — (d,/7, <7 ,,(7, r),G) 

no son rolineales, enlonc.es en el entorno del punto M cada 
una de las ocuaríones (3) define una superficie y la inter¬ 
sección de estas superficies es una línea quo se contiene en 
el conjunto 1. 

ó 17. Un cilindro circular está definido con respecto al 
Sistema rectangular de coordenadas por la ecuación x 1 ;/* = 
= a 3 . Supongamos que un punto M se mueve por este 
cilindro do modo que su proyección sobro el eje Oz se desplace 
por este eje con velocidad constante, y su proyección sobre 
el plano xOu gire uniformemente por la circunferencia. Ln 
trayectoria doi punto Af so llama hélice. Escribir las ecuacio¬ 
nes paramótricas de ln bélico y bailar sus proyecciones sobre 
los planos de. las coordenadas. 

ó 18. Un punto Af se mueve a lo largo do la generatriz 
de un cilindro circular con velocidad proporcional al camino 
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recorrido; con ello el cilindro gira en torno a su propio ojo 
con velocidad angular constante. Hallar las ecuaciones para- 
métricas de lo trayectoria del punto M. 

419. Hallar la curva cuya imagen es la intersección de la 
eslora do radio R y del cilindro circular de diámetro R, una 
de las generatrices del cual pasa por el centro do la esfera. 
Esta curva so llama curva de Vfvlani. 

420. La recta OL, no perpendicular al eje Oz, gira uni¬ 
formemente alrededor do éste con tina velocidad angular 
constante w. El punto M se mueve por la recta OL: a) con 
una velocidad proporcional a la distancia OM del punto 
movible hasta el punto O', 1») con velocidad constante. En 
ol primer caso el punto Af circunscribo una espiral cónica 
y en el segundo, una hélice cónica. Escribir las ecuaciones 
pnraiuétricns de estas líneas. 

421. Los ejes do dos cilindros circularos do radios a y h 
se intersecan bajo ol ángulo recto. En la intersección de los 
cilindros so forman dos líneas cerradas cuyo conjunto so 
llanta bicllíndrica. Escribir las colaciones implícitas de 
una bicilfndrica, señalar una do sus paramelrizaciones. 
¿Qué pasa si a = ó? 

422. Mostrar que la imagen do la curva x = al eos t. 
;/ = al sen t, z = a t t' , l2p se encuentra sobro el paraboloide 
do rotación y su proyección sobro xOy os una espiral do 
Arquímedns. 

423. Hallar las proyecciones de la imagen do la curva 
x = t, y = l 2 , z — <* sobre los planos do coordenadas. 

424. Mostrar que la imagen do la curva x = a oh 1, y — 
=* b sh l, z = el se encuentra sobre un cilindro hiperbólico. 
Hallar sus proyecciones sobre los planos de las coordenadas. 

425. Hollar la proyección sobre el plano xOy de la línea 
de intersección del paraholnido hiperbólico z = r 1 — y* 
y del plano x 4- y — z = 0. 

426. Domostrar que la proyección sobre el plano yOz de 
la línea do intersección del paraboloide elíptico x — y* + z 1 
y del plano x — 2;/ + 4* — 4 = 0 os una circunferencia de 
radio R — 3 con centro on el punto áf (0, 1, —2). 

427. Mostrar que la imngon de la curva x — a eos 1 l, y = 
— a sen 3 t, z — a eos 2t se encuentra on la parle acotada del 
cilindro cuya directriz es una aslroidc y cuya generatriz 
es paralela al eje Oz. 
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428. He presen lar la imagen do la curva x — t, y = t z , 
z ----- e‘ en forma de intersección do dos superficies. 

029. Mostrar que la imagen de la curva x = sen 2<p, y = 
= 1 — eos 2tp, z — 2 eos <p se encuentra sobre una esfera y 
es la intersección de los cilindros parabólico y circular. 

'i30. Mostrar que la imagen de la curva x = a sen 2 t, y — 
= ó sen l eos l, z = c eos i se oncucnlra sobro un elipsoide. 

431. Mostrar que la imagen de la curva x = feos/, 
y = < sen f, z = el se encuentra sobre un cono circular. 

432. ¿Qué resulta de la intersección de los hiperboloides 
ile. una hoja x 2 — i/ 2 -J- z 2 = i e y* + i 1 — x 1 = 1? 


i? 8. Sistema de referencia de. Frcncl. 
fyongifud de un arco 

Para una curva (línea) representada en el espacio ¡l* 
los vectores del sistema do referencia do Fronct so designan 
con I, n y h, con ello los ejes do coordenadas y los planos 
fionen nombres especiales: el ojo del vector t es tangente, 
el eje del vector u se llama normal principal, el ojo del vector 
ó. se llama blnormal, el plano dolos vectores n y t es osculador, 
el plano de los vectores n y b se denomina normal y el plano 
de los vectores t y b se denomina rectificante. 

Las ecuaciones de la tangente a la curva definida por las 
ecuaciones (1) y (2) del § 7 tienen la forma 

x—x _ y—y X — i 

*’ - y' - z ' 

respectivamente, donde 11 os el radio vector dol punto 
corriente do la tangente y X, Y, Z son las coordenadas dol 
vector /?. 

Ecuaciones de la normal principal: 

R «= r + X. ((»•' X »•') X r'), 

o bien 
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V'_ 4f + x(,'| x .^,|-,'|j. B .|), 

Ecuaciones de la binormal . 

/í = r + X (r' X r"), 


o bien 


Ecuación riel plano osculador: 

(II _ ,■) r'r" = Q, 

o bion 

X-z Y-u 7,-i 

z: y' *' = 0 . 

*' y" *" 

Ecuación del plano normal: 

(/{ _ ,-) - t), 

o bien 

(X - x) x' -|- ( Y - ;/) i/' + (X -*)*'= 0. 
Ecuación del plano rcc.lilicante: 

(II — r) r' (/•' X r’) = 0, 

o bien 


X—* 

y-y 

7.- 2 

x' 

y ■ 

z* 

[’/ *' 

1 2' X' 1 

X' .V' 1 

líf’ *' 

| 2' X' | 

x" ¡/'I 


Los vectores unitarios do la tangente, do la normal prin¬ 
cipal y de la binormal so hallan por las fórmulas 

,__L_ (r-xr-)xr- f r'xr* 

Ir'| ’ l(r'xr')i |r'| ’ |r'xr*| * 
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La longitud del arco de Ja línea, o el parámetro natural, 
so determina por la fórmula 


i 

S= j Vx'* + y'* + z'*cU. 

'n 

433—435. Encontrar las ecuaciones de las tangentes n 
las curvas en los puntos indicados: 

(Ó33) x = seo l, y = t.g t, z = at para í = n/4. 

(434) x = <r\ y =» z = í 3 para i = 1. 

(435) x ■-•= c‘ eos t, y = e 1 sen t, z = e‘ para i = 0. 


43(i. Encontrar las ecuaciones de la tnngenlo a la curva 
,r = ii (t — sen <), .'/ — « (1 — eos (). * — 4a son {1/2) 
el pinito í == n/2. ¿Qué ángulo forma esta tangente con 
eje Ozi 

437. ¿En ijué puntos la tangente a la curva x = 3t — £ 3 , 
y ~ 3l 3 , z = 3£ -f- t 3 es paralela al plano 3x 4- v 4- z + 
-I- 2 = 0 ? * 


en 

el 


438. Encontrar las ecuaciones de la recta tangente y 
del plano normal de la hélice x = 2 eos í, y = 2 sen l, 
z = 4£ en el punto í = 0. 

439. Se da la curva x = £, // = <*, z = (\ Escribir las 
ecuaciones de la recta tangente y del plano normal en el 
punto 1 = 1. ¿Qué línea resulta do la intersección de las 
tangentes con el plano xOyf 


44« : Demostrar que la línea a = e'>** eos t , y = 
.= <>'/ ’' 5 sen t, z=e‘i V2 so encuentra sobre el cono .T*-f 

y 2 z 2 y corta sus generatrices bajo el ángulo de 45°. 

441. Escribir las ecuaciones de la recta tangente y del 
plano normal a la curva de Viviani (véase el problema 419). 

442. Llámase indicalriz esférica de una línea a 1a figura 
compuesta por los extremos de los vectores unitarios trazados 
a partir del origen de las coordenadas. Hallar la indicatriz 
esférica do una hélice. 

443. Domoslrar que si todos los planos normales de una 
linca espacial pasan por un punto fijo, entonces la línea se 
encuentra sobre la esfera (tales líneas se llaman esféricas). 
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444. Encontrar las ecuaciones do la roela tangente y del 
plano normal do una línea definida por la intersección de dos 
superficies: 

/'■ ( x , y, z) = 0, <1> (x, y, z) = 0, 


(r* M 

“'U, <i>, 

445. Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano 
normal de la línea x’ = 2 az, y 2 = 2bz en un punto arbitra¬ 
rio. 

44G. Hallar las ecuacionos del plano normal en un pun¬ 
to arbitrario do la línea x 2 + y 2 =* i, y 2 + i 2 = 1 (y ^±1). 

447. Mostrar que los planos normales do la curva 


x = a sen 1 i, y = a sen f eos t, z = a eos í 


pasan por el origon de las coordenadas. 

448. Sean r = r (s) 1a porainctrizacióu natural do una 
curva, n una recta que pasa por el punto M 0 (s„) de la curva 
y d (As) la distancia comprendida entro ol punto Al ( s„ -i As) 
y la recta n. Para que la recta n sea tangente a la curva r = 
= r (s) en el punto M % es necesario y suficiente que 

lím ■- [ — — 0. Demuéstrese esto, 
a.-o 

449. Demostrar quo el plano osculador de la curva birre- 
gularr = /• (i) en el punto dado A/ 0 (t„) se puedo dotorruiuar 
por cualquiera de los condiciones siguientes: 

a) El plano que posa por el punto A1 0 y tiene los vectores 
directores r' (í„) y r" ((„). 

b) Sean n el plano que pasa por la tangente a la curva 
en el punto M 0 , p — p (s) la pnraroelmación natural de 
la curva, el punto Af„ corresponde al valor del parámetro s„, 
y sea d (As) la distancia del punto M (s 0 + As) al plano n. 
El plano n es el plano osculador de la curva en el punto /1/ 0 
si y sólo si 


lím 

a.-o 


d (¿.O 


0 . 


c) Un plano que tengo cou la curva en el punto M n una 
tangencia no inferior ol segundo orden (la definición de la 
tangencia de una curva con la superficie véase en ol § 11). 
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450. Demostrar que si lodos ios pianos osculadorcs de 
iiim iínen hirrogiilar pasan por un punto fijo, entonces esla 
línea os plana. 

451. Hallar Jos planos oscuiadores (le la curva x — í, 
y — t 2 , z = l 5 que pasan por el punto M 0 (2, —1/3, —6) 
d ado. 

452. Mostrar que una recta trazada desde un punto ar¬ 
bitrario M do la curva x = t, y — l 2 , z — t* en paralelo 
al plano z = 0 hasta el encuentro con el oje Oz está en el 
plano osculador de la curva en el punto M. 

453. Escribir la ecuación del plano osculador de la 
curva x =» a eos t, y — b son t, z = e‘ en el punto t = 0. 

454. En las hinorinnles de lo curva * = eos a eos t, y = 
“ eos a son t, z = t son a, a = const están trazados, cu 
el sentido positivo, segmentos de longitud constante igual 
n la unidad. Escribir la ecuación del plano osculador do In 
curva formada por los extremos de estos segmentos. 

455. Encontrar la ecuación del plano osculador do In 
línea do intersección de una esfera x 2 + y 3 -|- z 2 = 9 y de 
un cilindro hiperbólico x 2 — y 2 =* 3 en el punto M (2, 1, 2). 

450. Demostrar que la imagen do la curva x = e' eos t, 
y — c 1 son í, z — 2 t se encuentra en la superficie x 2 -f- 
H- y 2 — c' — 0 y oí plano osculador de la curva coincide 
con el plano tangente de la superficie. 

457—458. Encontrar las ecuaciones do la normal prin¬ 
cipal y de la biuormnl do las curvas siguientes en los puntos 
indicados: 

(457) x = t, y = l 2 , z =* c' para í *= 0. 

(458) x = í, ¡/ = t 2 , z *= i* para í = 1. 

459. Desde cada punto do la curva x = a (1 — sen í), 
y **= a (1 — eos i), z = 4a sen (i/2) se ha trazado, sobre su 
normal princi pal en el sent ido del vector n, un segmento de 
longitud a V 1 + son 5 (1/2). Demostrar que la linca consti¬ 
tuida por los extremos do estos segmentos es sinusoide. 

460. Hallar los puntos sobro lo curva x = 2/i, y = In l , 
z = — L 2 en los cuales la biuormnl es paralela al plano 
x y 8z + 2 = 0. 
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461. En las binormaics de mía hélice so han trazado 
segmentos ilo igual longitud. Demostrar que los extremos do 
estos segmentos están sobre otra hélice. 

462. Encontrar los vectores unitarios de la tangente, do 
la normal principal y do la binormal do la curva x — 
= i sen t, ;/ = t eos í, z = le' en el origen de coordenadas. 

463—464. Hallar los vectores unitarios do la tangente, 
do lo normal principal y do la binormal en un punto arbitra¬ 
rio de las curvas siguientes: 

(463) x — eos* l, y = sen 3 1, z = eos 21. 

(464) x = a (t — sen 1 ), y = a (1 — eos 1), z =* 

= 4 a eos (1/2). 

466. Demostrar que los vectores t, n, b do la curva 
x =• 1, y = í 4 , z — i 3 en el punto O (0, 0, 0) coinciden con 
los vectores unitarios de los ejes de las coordenadas. 

466. Encontrar las ecuaciones de la tangente, del plano 
normal, do la binormal, dol plano osculador, de Ja normal 
principal y del plano rectificante do la bélico 

x = a eos 1, y = a sen 1, z = bl. 

Demostrar que la normal principal corla oí eje do la hélice 
en ángulo roclo y la binormal forma con 61 un ángulo cons¬ 
tante. Hallar los vectores del sistema do rcforoncia do 
Fronot. 

467. Escribir las ecuaciones vectoriales de las curvas 
circunscritas por los puntos do intersección de las tangen los, 
de las normales principales y do las binormaics do una curva 
r = r ( s ) con el plano xOy. 

468. Hallar la longitud del arco de una hélice x = 
= a cosí, y = a sen í, z = bl, desdo el punto do inter¬ 
sección con el plano xOy hasta un punto arbitrario M. 

469. Escribir la paramolriznción natural de una hélice. 

470. Hallar la longitud del arco de una espira do la 
curva 

x = a. (í — sen l), y = a (i — eos í), z = 4n eos (i/2), 
comprendido entro dos puntos do intersección suyos con el 
plano xOz. 

471. Hallar la longitud del arco de una línea r* = 
= 3 a 2 y, 2 xz = a 1 , comprondido entre los planos ;/ = a/3, 
y = 9«. 


5-0H35 




Cap. .7. Curvas y lincas espaciales 


(¡r. 


472. Mostrar que la curva cerrada x — eos -1 £, y -~ 
== son* /, 2 — eos 2¿ licuó Ja longitud * = JO. 

473. Hallar la longiLiid del arco de una curva x = 
= « ch l, y — «sh l, z = oí, comprendido enlrc los punios 
que corresponden a los valores del parámetro 0 y 1. 

474. Hallar la expresión de la diferencial de longitud 
del arco de una curva en coordenadas cilindricas. 

475. Hallar la expresión de la diferencial do longitud 
del arco «le una curva en coordenadas esféricas. 


§ í). Fórmulas de Frenct. Curvatura y torsión, 
licuaciones intrínsecas 

I>tis fórmulas tle /''rcncl de una curva liirrogular orientada 
en el espacio IR' 1 licúen el aspecto 


ÍL 

,h 


re litl , 



— Itl -¡- xft, 



— Xli, 


dolido k y x son las curvaturas priman y segunda llamadas 
curvatura y torsión , rospeclivamonio. 

La curvatura de una curva definida por las ecuaciones 
(i) y (2) dol $ 7 so calcula por las fórmulas 




o bien 




/ 


ll' *■ 

*• 


l' x' 
z m x m 

V 

r' y' 
*" v" 


U'H-ff'M -=*■)=■/« 


Fórmulas para calcular la torsión: 


x = (rVV")/(r' X r’)\ 

o bien 
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Oí 

En particular, si un calidad de parámetro so toma un 
parámetro natural s, entonces 

h =-- |r|, k= Yx* -|- y* + z*. x = (/■ r r)h\ 

-t y z 


x >j i 


x n i 

*H-»•+"** ’ 

donde los punios designan las derivadas dol parámetro s. 
Las ocuaciones k — k (s), x — x (s) se llaman ecuaciones 
intrínsecas dn Ja linea. 

/ i7(>. Comprobar que para la curva r = r (.v) se cumplen 
las relaciones siguientes: 

1=1 0 , /••»• =—/(- t r-r— hit. 

477. Demostrar qno las fórmulas de Frenel 

t — kn , n — — kl-\-y.b, Í> » —xa 

se puoden escribir do la forma i —■ w X í, ñ — o» X re, ¿ = 
= (o X ó. Hallar el voclor u> (vector tic Dnrboux) y averi¬ 
guar su sentido cinemático. 

478. Demostrar (fue 

o) í&fc ¡= x. 

b) 

c) ir¿~k'(±y. 

479. Para que una línea sea una recta o nn subconjnnlo 
abierto de la misma, es necesario y suficiente que k — 0. 
Demuéstrese oslo. 

480. Para que tina línea birrcgular sea plana es necesario 
y suficiente que x = 0. Demuéstrese esto. 

481. Demostrar que en nn punto 71/„ la curvatura de la 
línea L es igual a la curvatura de la proyección L* do la 
línea L sobro su plano osculador en el punto M 0 . 








Cap Curvos ;/ Uncís espaciales 


ca 


482—483. Demostrar que para Jas curvas siguientes la 
curvatura y la torsión son iguales: 

(482) x — a ch l, y = a sh t, z = at. 

(483) * — 3í — í 3 , y = 3/ 5 , : = 3i+ i". 

484. Hallar la curvatura y la torsión do la hólico 

x — a eos l, y = a son l, z — bl. 

485. Hallar la curvatura do la hélice cónica x = t eos í, 
ij — t sen t, z = al cu el origon do coordenadas. 

486—489. Hallar la curvatura y la torsión do las curvas 


siguientes: 
(486) x 

= a ch í, 

y = n sil /, 

z = at. 

(487) x 

= c'. 

y =■ c-‘. 

z -- Vil. 

(488) x 

— 21, 

y = lu £, 

z = í 3 . 

(489) a: 

= eos 1 t, 

i/ = son 3 í, 

z = eos 21. 


490. Hallar para cuáles a y ó la torsión do la curva 
x =» a ch i, ij = a sh t, z = bt en todos los puntos es igual 
a su curvatura. 

491. Hallar los puntos sobro la curva x = eos" t, y = 

— sen' 1 /, z = eos 2/ cu los cuales la curvatura tiene el 
valor mínimo (local). 

492. ¿ISn que puntos el radio do curvatura do lo curvn 
x = a {l — son /), y = n (1 — eos /), z = 4a eos (í/2) 
alcanzo el mínimo !ocal?j 

493. Demostrar quo el radio do curvatura do una ospiral 
cónica x = a eos tp-c'" p , y = a sen cp-c'"'’, z = os pro¬ 
porcional a la distancia entre un punto do la espiral y ol 
eje del cono. 

494 —495. Demostrar que las curvas siguientes son planas 
y encontrar las ecuaciones de los planos en los cuales están 
sus imágenes: 

(494) x — -j-—- . !/ = . z== 'i + i • 

(495) x = a,l* -1- b¡t + c,, y = «jí 1 + M -|- c„ z = 

— o . n / 2 - 1 - b 3 t -(- c 3 . 

496. Hallar una función / (í) tal quo la curva x — 
= a. eos l, y — a sen £,*«=/ (/) sea plana. 
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ó 97. Llámase hélice generalizada a una línea espacial 
cuyas tangentes forman un ángulo constante con el sentirlo 
fijo. Demostrar que una línea será una hélice generalizada 
si, y sólo si, se cumple una de las condiciones siguientes: 

a) las normnles principales son perpendiculares al sen¬ 
tido fijo; 

b) las binorinalcs forman un ángulo constante con el 
sentido fijo; 

c) la relación entro la curvatura y la torsión os constante. 

é98. Mostrar que la condición /• r r< 4 > = 0 es necesaria y 

suficiente para que una línoa sea una bélico generalizada. 

Ó99. Demostrar que la línea x * = 3j/, 2 xy = 9z os una 
hélice generalizada. 

500. Mostrar que la línea .r — 24, ij — In /, z m lP os 
una bélico generalizada que está en la superficio cilindrica 
cuyas generatrices son paralelos al vector a (0, i, 1). 

501. Hallar las condiciones en las cuales la línea x = at, 
1 / -- bt*, z = ct* será una hélice generalizada. 

502. Si todos los planos normales do una línea birregulnr 
contienen un vector consiento c, entonces la línea es plana. 
Demuéstrese esto. 

503. Si lodos los planos oscnlndorcs do una línoa birro- 
gular son perpendiculares a cierta recta fija, entonces la 
línea os plana. Demuéstrese oslo. 

504. Si entro los puntos do dos lincas so puedo establecer 
una correspondencia tal que en los puntos correspondientes 
las tangentes sean paralelos, entonces las relaciones entro 
la torsión y la curvatura en estos puntos son do módulos 
iguales. Demuéstrese esto. 

505. Llámase línea de fícrlrand a una linca tal, cuyas 
normnles principales son simultáneamente normales prin¬ 
cipales de cierta segunda línea distinta de la primera. 
Demostrar que la línea do Borlrand se caracteriza por la 
dependencia X/c -(- px = 1, donde X, p son const. 

506. Mostrar que oí ángulo comprendido entre las tan¬ 
gentes en los puntos correspondientes de líneas do Bcrtrand 
es constante. 

507. Demostrar que la distancia entre dos puntos corres¬ 
pondientes de líneas do Bcrtrand es constante. 

508. Demostrar que una línea do curvatura constante os 
línea de Bcrtrand, Mostrar que en esto caso la linca corres- 
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pondionlc tiene la misma curvatura y que caria lina do estas 
¡incas se compone rio los centros de curvatura do la otra. 
Mostrar que en los puntos correspondientes las tangentes son 
perpendiculares. 

1)09. Entre los puntos de dos líneas se lia establecido una 
correspondencia biimívocn de modo que las tangentes, las 
normales principales y las binormalcs en los puntos corres¬ 
pondientes sean paralelas. Demostrar que 
donde k, x, s son la curvatura, la torsión y la longitud del 
arco de una línea y le*, x*, s* son las magnitudes respectivas 
de la ot.rn línea. 

5)0. Llamaremos evolvente de la línea no plana r = /• (s) 
n la línea p -•* r — si. Expresar la curvatura y ln torsión 
do esta línea por 1a curvatura y ln torsión de la linear = r (*). 
Demostrar que si la línea r = /• (s) es una húlicc generali¬ 
zada, entonces ln línea p «=> r — si es plano. 

511. Mostrar qno si la curvatura y la torsión de una 
línea son constantes ln línea es una bélico. 

512. Conociendo la curvatura k y la torsión x do una 
bélico, encontrar sus ecuaciones pnrnmótricas. 

513. Mostrar que entre todas las líneas do 13crtrnnd sólo 
para la bélico existo un conjunto infinito de líneas doladas 
de normales principales comunes. 

514—515. Encontrar las ecuaciones intrínsecas de las 
curvas signionlos: 

(514) x = a el» l, y = a sli t, z = al. 

(515) x = el, y <= V2c ln i, z = cl~ l . 

51G. Una línea esté definida por las ecuaciones intrín¬ 
secas le = le (s), x = x (s). Mostrar que las ccuacionos in¬ 
trínsecas do una lineo simétrica a la dada con respecto al 
origen do las coordenadas serán k = k (s), x = — x (s). 

517. Demostrar qno en el caso do una tnngoncia do dos 
líneas no inferior al tercer orden las torsiones en su punto 
común son iguales. ¿Es cierto lo inverso? 

518. Hallar el orden de pequenez de 1a distancia mínima 
entro las tangentes do una línea con respecto a la distancia 
entro los puntos do tangencia. Resolver un problema análogo 
para las normales principales y las hinormales. 
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519. Demostrar que la línea y su circunferencia oscnlatriz 
en el punto dado tienen una tangencia no inferior al segundo 
orden. 

520. ¿J5n qué circunstancias el centro do curvatura de 
una hcücc se encuentra sobre el mismo cilindro que la hélice 
cu cuestión? 

521. La esfera, que tiene con la curva en un punto dado 
una tangencia no inferior al (creer orden, so llama esfera 
oseulalriz en esto punto (In definición de la tangoncia do 
una linca con Ja superficie véase en el § H). Demostrar que 
si la curva está definida por la ecuación r = r (s), entóneos 
el radio vector del centro de la esfera oseulntri/. so defino 


por la fórmula r r r-\-Iht-\-~b y el radio do la esfera 


oscnlatriz, por la fórmula H c 

_ J_ 

— k 1 



dundo II = 


522—523. Hallar el radio de la esfera oscnlatriz on un 
punto arbitrario do las curvas siguientes: 


(522) x = **, y = e -«, * = ]/2 1 . 

(523) x = e 1 sen t, y = e} eos l, z — c'. 


52Ó. Mostrar que dos curvas que tienen en cierto punto 
una tangoncia no inferior ni tercer orden poseen en oslo 
punto una misma esfera oscnlatriz. 

525. Si el radio do una esfera oscnlatriz es constante, 
entonces la linca es esférica (se encuentra sobro la eslora) 
o tiene una curvatura constante. Demuéstrese oslo. 

52G. Hallar el conjunto de los centros de las esloras 
osculatriccs de una hélice x = a coa l, y = a son t, z => bt. 

527. Demostrar que el plano osculador do una curva 
corta su esfera oscuialriz por la circunferencia oscnlatriz. 



CAPÍTULO 4 
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§ tO. Ecuaciones «lo una superficie 

Sean S una superficie y (U, r) su paratnctrizaciún. 

Ln ecuación 

r = r (u, v) ( 1 ) 

se llama ecuación vectorial de la reglón r (U) sobre la super¬ 
ítele S. Si existe una función vectorial (!) sobro el conjunto 
IV. =-. {(//, o)} tal, que la imagen r (IV) son igual a 5, onloncos 
(!) se denomina ecuación vectorial de la superficie, aunque 
el par (IV, /•) puede o no ser Ja porainclrizacióu do S. Si 
;• (h, y) = ( x (u, v), y (w, v), z {u, v )), entonces las ecuaciones 

x = x (//, u), y = y ( u, v), z = z (u, v) (2) 

so Jlnmnn ecuaciones paramétricos de la superficie. 

í-a parnmctriznción do una superficie so representa con 
frecuencia en forma x = u, ;/ = v, z ■= / (w, y), donde / es 
una función s«iavc. En este caso 1a ecuación 

z = / (*. .»/) (3) 

so denomina ecuación de la superficie en forma explícita. 

Supongamos que F (x. y, z) es una función suave y S, el 
conjunto de soluciones de la ecuación 

F (*. V> *) = 0- (4) 

Si en cJ punto M £ 5 el vector grad F = (d 9 F, 0 V F, 0,F) es 
distinto de cero, entonces S en un entorno del punto flf os 
una superficie y (ó) se llama ecuación implícita de la super¬ 
ficie. 

Ü28. En el plano xOz está dada la línea r. — f (u), z = 
— g (u) que no corla el eje Oz. Hallar la parainclmnción de 
la superficie obtenida al girar esta línea alrededor do,) 
eje 07.. 
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529. Escribir las ecuaciones do un toro que so obtiene 
al girar la circunferencia 

* = «-(- b eos u, y = 0, z = b son u (b < o) 
alrededor del eje Oz. 

530. Escribir las ecuaciones de una catenoide que se 
obtiene al girar la catenaria x =- a el» (u/a), y ■** 0, z = u 
alrededor del eje Oz. 

531. Escribir las ecuaciones de la scudocsfera que se 
obtiene ni girar la tractriz x ~ a son w, y = 0, z — 
■ o(ln Ig (u/2) -|- eos ti) en torno al eje Oz. 

532. Escribir las ecuaciones paran»cl.ricns del paraboloide 
hiperbólico 

r* !,» , 

7” ~ i » * “ Ct i 

a* h* 

tomando por líneas de coordenadas sus generatrices rectilí¬ 
neas. ¿Como so escribirán estas ecuaciones si la ecuación rio 
la superficie so toma en la forma z = pxyt 

533- Escribir las ecuaciones paramótricas do una super¬ 
ficie cilindrica cuyas generatrices sean paralelas al ojo Oz 
y la directriz se define por las ecuaciones x —- f (»/.), y = 
= f|> («). z = 0. 

534. Escribir las ecuaciones paramótricas do los cilin¬ 
dros hiperbólico y parabólico. 

535. Escribir la ecuación de una superficie cilindrica 
para la cual la linón p —- p (u) es directriz y iris generatrices 
son paralelas al vector e. 

530. Escribir Jas ecuaciones paramótricas do una super¬ 
ficie cilindrica cuyas generatrices son paralelas al vector 
a . (1, 2, 3) y la directriz, está definida por las ecuaciones 
x — u, y *= u 1 , z = u *. 

537. Escribir la ecuación implícita do una superficie 
cilindrica con Ja línea directriz, x — eos u, y = sen u, 
z — 0 y con las generatrices rectilíneas paralelas ni vector 
o. (-1.3. -2). 

538. Demostrar que la ecuación de una superficie cilin¬ 
drica cuyas directrices son paralelas al vector a (l, m, n), 
tiene la forma / (nx — Iz, ny — mz) — 0. 

539. Hallar la ecuación do una superficie cilindrica cuya 
directriz os la linea x i -\- y 2 — ay, z = 0 y las generatrices 
son paralelas al vector a (I, m, n). 
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540. Dailn la superficie 

i - 3« -|- + 1. \¡ = 2u -|- w* — 1, z = —-|- 2i>. 

n) Mostrar que osla snporficic os cilindrica. 

1>) Escribir la ecuación de cualquiera de sus líneas di¬ 
rectrices. 

c) Hallar la generatriz rectilínea que pasa por el punto M 
("■ =-- 2, v 3). 

r,/ ‘ I- Dados el punto M (a, h, c) y la línea L 

* = 1 ('*). // = <P («), z = <|> («). 

Escribir en la forma paramótrica o implícita las ecuaciones 
do un cono con el vértice en el punto M y con la línea direc¬ 
triz ],. 

.Vi2. Encontrar la ecuación do un cono formado por Jas 
rectas que pasan por el punto M (a, l>, c ) y corlan la poní- 
bola i/" — 2/>.r, z = 0. 

■Vi3. Encontrar la ecuación do un cono que tiene el 
vórtice en el punto M (—1,0, 0) y está circunscrito alrededor 
del paraboloide 2t/* + z 1 = 4x. 

.Vid. So da la superficie .r — u -|- v, y = u — v, z = uv. 
Comprobar si los puntos A (4, 2, 3), II (I, 4, —2) lo 
pertenecen a olla. 

.Viíí. ¿Qué superficie es definida por las ecuaciones 
x — n -|- son o, ;/ = u -|- eos v, z = u + a? 

!>4(¡. Hallar la ecuación implícita do una superficie 
definida por las ecuaciones paramétricns 
x =■■ x„ -I - a eos u eos v, y — r/„ -|- b eos n sen v, 
z = z„ -I- c sen u. 

. r )47. Mostrar que las ecuaciones 

n _ o 1 

H* + f* ’ ' J ~ * Z ~ u>-jV 

y 

r, = u eos v, y = u sen v, z = ir 

representan la misma superficie. 

548. Dada la ecuación del cono r = uc (o), | e | = 
== | c' | = 1. ¿Qué significado geométrico tienen los pará¬ 
metros ’ « y n? 
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549—551. Averiguar la forma tic las lincas tic coordena¬ 
das sobro los planos: 

(549) x = tt. y = v, s = 0. 

(550) x = tt eos v, y ~ u son v, z = 0. 

(551) x — eos it eh v, y = son u sil v, 2 = 0. 

552. Mostrar que las ecuaciones pnramétricas do un 
hiperboloide do una hoja so puedo representar en la forma 


x = a 


II -\- V ’ 



Ml> — 1 
U-t o 


¿Cuáles son las líneas de coordenadas de la superficie para 
¡a pnraniolrÍ7,ación indicada? 

553. Kscribir las ccnncionos parnmélricas do un cilindro 
circular de modo que on calidad de líneas do coordenadas 
sirvan: a) hélices y circunferencias; b) hélices y generatrices 
rectilíneas; c) dos familias de hélices. 

554. Escribir las ecuaciones pnramétricas do una figura 
formada por las tangentes a la línea itndn p = p (u). 

555. Escribir las ecuocioncs pnramétricas de una figura 
formada por las tangentes o la bélico 

x = a eos H t y = a sen n, z — bu. 


¿Es suporficio esto figura? 

556. Llámase helieolde de forma general a una figura 
formada por cierta línea (perfil) que gira en torno al ojo y 
simultáneamente avanza en la dirección de este eje, además, 
las velocidades do estos movimientos son proporcionales. 
Encontrar las ecuaciones de un hclicoido do forma general. 

557. El helieolde do cuyo pcrHl sirvo una recta que corla 
el eje so llama directo si la recta es perpendicular al eje y 
oblicuo si la recta no es perpendicular al eje. Escribir las 
ecuaciones de estos holicoides tomando por ojo de rotación 
el ojo Oz. 

558. Hallar la ecuación de. una supcrficio formada por 
las normales principólos de una hélice. 

559. Llámase conoide directo a la figura obtonidn por la 
rotación do una roela alrededor del ojo ortogonal a la misma 
y por la traslación simultánea do esta recta a lo largo del 
eje. Escribir la ecuación do un conoide cuyo eje coincido 
con el ojo Oz, 
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500. Escribir cu forma implíci ta la ecuación do un conoide 
directo en el cual el desplazamiento a lo largo del eje Oz 
se determina por la fórmula z = a son 2u, donde v os la 
velocidad angular de rotación do Ja recta. 

501. Escribir las ecuaciones pnramctricas do la super¬ 
ficie .tV = a 2 (a: : -I- i/*). Demostrar que esto os un conoide 
di recio. 

502. Una circunferencia de radio a se desplaza de modo 
que su centro se mueve por una línea dada p = p(s) y el plano, 
en el cual ella so encuentra, es en cada momento el plano 
normal de osla linea. Escribir la ccnnoión do la figura 
circunscrita por la circunferencia (la superficie do esto 
género se llama tubular). 

5(i.'l. La superficie que admito la pnrnmc.lnzación do la 
forma ;• t— r, (//) (o), donde /•,, son funciones vecto¬ 

riales suaves, se llama superficie de traslación. Demostrar 
que la superficie do traslación se puede obtener con el avnnco 
do cierta línea. 

504. Mostrar que la superficie constituida por los cen¬ 
tros do segmentos, cuyos extremos pertenecen a dos líneas 
dadas, es una superficie de traslación. 

5(15. Demostrar que una parte del liolicoidc directo 

.r <— ii eos v, y = h sen i>, z — av 

para u c (donde c es cierto número positivo) es superficie 
do traslación. 

500. Mostrar que paraboloides o.Iíplir.o c hiperbólico son 
superficies de traslación. 

007. Demostrar que las coordenadas x, ;/, z, do un punto 
arbitrario do una superficie de segundo orden, siempre so 
pueden expresar por funciones racionales de dos parámetros 
ii y v. 

§ 11. Plano tangente y normal a una superficie. 

Superficies regladas. 

Tangencia de. una línea a una superficie 

Las ecuaciones del plano tangen lo correspondientes a las 
representaciones do las superficies (1), (2), (3), (4) dpi § 10 
tienen, respectivamente, la forma 

(/? — r) = 0 , 
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X — x Y — y Z — z 
x„ y,t z„ -—O, 

*D >Jv Z U 
Z — z = p {X — x) + q [Y — y), 

ii dt di 

donde P = -^, q — -jy, 

(X - X) I' x + (Y - y) F„ + (Z - z) l'\ = 0; 
Jas ecuaciones de la normal: 


lt = r -I- A (/•„ X !•„), 



z — j y — U __ % — * X — r. ___ Y — II 7.-1 

— P —« I ’ /'* /> /■', • 

La superficie que admite Ja paramolrización en la forma 
II = /• (ít) + va (it), donde »• y a son funciones vectoriales 
suaves so llama reglada. La línea de coordenadas u = const 
es una recta o una parle suya y se denomina generatriz. 
La línea r = /• (u) so dice directriz. La superficie reglada so 
llama desarrolladle si en todos los puntos de una generatriz 
arbitraria el plano tangente a la superficie es el mismo. 
La superficie reglada quo no es desarrollare se llama oblicua. 

Sea M cierto punto do una superficie reglada S y sea 
n = n (u) la generatriz rectilínea que pasa por el punto AI. 
Asignando al parámetro u cierto incremento Alt, obtendremos 
la generatriz rectilínea n' = n' ( u -|- Att). Sen ¡VJV' la 
perpendicular común do las rectas jl y Si para Alt ->0 
el punto N tiende por la recta n a cierta posición límite, 
entonces este punto límite se llama punto de garganta de la 
gcncrnlriz n. El conjunto de todos los puntos de garganta 
de una superficie reglada S forma en el caso general una 
línea que se denomina línea de garganta (do estricción). 
La ecuación do la línea de garganta de una superficie reglada 
tiene la forma 


í>- /•(«-) 


ilr ■ rfn 

W") 1 


a (u). 


Supongamos quo la curva 


x = x (/), y = y (t), z = z(l) 


( 1 ) 
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licuó con la Superficie 

/•' (.x, ‘J, *) = 0 (2) 

un punió común M ((„). Examinemos la función 

<]> (l) = (x (f). </ («). ^ (O)- 

Cuando el punto M (i) licmle por la curva (1) al punto 
M (/„), <l> (I.) será una variable infinitamente pequeña si 
l -v i 0 . Si el orden do pequeño* do esta magnitud con respecto 
a ( — l„ es igual a le + 1, entonces se dico que la curva (1) 
licito con la superficie (2) una tangencia de orden le. 

568. Si por el punto M de la superficie pasa una recta 
que descansa sobre la misma, entonces el plano tangente a la 
superficie en el punto M contieno la recia dada. Demuéstrese 


560. Eli la superficie x = u 4- eos />, y = u — sen V, 
z — Xn se da el punto l\l (w = 1, o = ji/2). 

o) Escribir las ecuaciones de las tangentes y do los 
planes normales a las líneas a = 1, v = jt/2 en el punto M. 

b) Hallar el ángulo comprendido entre las lincas u = 1, 
v = n/2. 

c) Mostrar que la tangente a la línea u = sen v en e.l 
punto M es tangente a la línea u — 1 en el mismo punto. 

570. Mostrar que la normal en un punto arbitrario de la 
superficie formada por las tangentes n una hélice forma un 
ángulo constante con el eje do la línea. 

571. Escribir la ecuación del plano tangente a la super¬ 
ficie x = 2» — v, y = u 1 -I- v*, z = u 3 — ir 1 en ol punto 
M (3, 5, 7). 

572. Escribir las ecuaciones del plano tangente y de ia 
normal n la superficie í = »+ i>, y = n — i>, z = uv en el 
punto M {te = 2, v = 1). 

573. Escribir las ecuaciones del plano tangente y de la 
normal en el punto M (1, 3, 4) de la superficie * = u, 
y = j** — 2 uv, z = »* — 3u*i>. 


574. Dada la superficie x = u eos v, y = u sen v, z — u, 
escribir las ecuaciones dol plano tangente y do la normal a Ja 
superficie y la ecuación de la tangente a la línea te = 2 en 
el punto M {u = 2, v = ni 4) de la misma. 

,575—578. Escribir las ecuaciones del plano tangente y 
de la normal a las superficies siguientes en los puntos indica- 
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(los: 

(575) z = X a + y 3 en el punto M (1, 2, 9). 

(576) x 2 + y 3 -h z J = 169 en el punto M (3, 4, 12). 

(577) x 2 — 2y 2 — 3z* = 4 en el punto M (3, 1, —1). 

= 0 

(578) -f- - 3 - •= 1 en el punto M (x 0 . !/<,, *o)- 

579. Escribir la ecuación dol plano tangente a la soudo- 
esfern 

x = a son u eos v, y — a sen u sen v, , 
z = a (In tg (u/ 2 ) + eos u). 

580. Encontrar las ecuaciones dol plano tangente y do la 
normal al holicoiric directo 

x = u eos v, y = u sen u, z — nw. 

Investigar el comportamiento de la normal al desplazarla 
a lo largo do las lincas de coordenadas. 

581. Escribir la ecuación del plano langonto al toro 
x = (7 -|- 5 eos u) eos i>, y = (7 -|- 5 eos u) sen v, 

z — 5 son u 

en el punto M (u, u) para el cual 

eos u = 3/5, eos v = 4/5 (0 < u, u <; ji/2). 

582. Trazar un plano tangente a la superficie xtjz = I 
que sea paralelo al ¡llano x -+■ y + z — 3 = 0. 

583. Demostrar que los planos tangentes a la superítalo 
xyz = a 3 forman con los planos do las coordenadas un te¬ 
traedro de volumen constante.’ 

584. Mostrar que el plano tangente en un punto arbitra¬ 
rio de un cono pasa por el vértice do esto último. 

585. Mostrar que todos los planos tangoules a la super¬ 
ficie z = x 3 + y 3 en los puntos 4f (a, —a, 0 ) formen un haz 
de planos. 

586. Hallar los puntos dol toro 

i = (d + /j eos u) eos v y = (a -f- b eos u) sen o, 
z = b sen h 

en los cuales la normal es perpendicular al plano Ax -f- By + 
-f Cz + D = 0. 
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587. So da la superficie .t" + //" f z" — <l n = 0 y el 
punto fll (a, I), c) cu la misma (a, 1/, c, d, son positivos). 
Mostrar (pie si A, Ii, C son los puntos en los cuales el plano 
tangente en el punto M corta los ejes Ox, Oy, Oz, entonces 

_2_ i_ h - _i_ c —=-A. 

\UI I 1 |0»| 1 \oc\ 

588. Mostrar que el plano tangente en un punto arbitra¬ 
rio do la suporficio f {x — az, y — bz) — 0 es paralelo n una 
dirección fija. 

58!). Demostrar quo un plano tangente a una superficie 
lubuínr (véase el problema 562) es paralelo a la línea tan¬ 
gente de la línea directriz, y que las normales del mismo 
son las normales do la línea directriz. 

590. Mostrar quo los planos tangentes do la superficie 

z *= xcp (y/x) 

pasan por el origen do coordenadas. 

591. Demostrar que los planos tangentes a la supcrricío 
do traslación r — r, (u) r t (u) a lo largo do cada línea 
u = const o u — consí son paralelos a cierta rocta. 

592. Una superficie S' so llama paralela a otra super¬ 
ficie 5 si esta consta do los extremos de segmentos do longi¬ 
tud constante trazados sobro las normales do la superficie S 
a partir do los puntos de esta superficie. Consideremos como 
puntos correspondientes de las superficies S y S' los extre¬ 
mos do los .segmentos de los cuales so trata en la dofinición. 

Mostrar que: a) los planos tangentes en los puntos corres¬ 
pondientes de las superficies paralelas S y S' son paralelos; 
b) la propiedad do paralelismo es recíproca (es decir, si S' 
es paralóla a la 5, entonces S es paralela a la S'). 

593. Supongamos que una superficie es una parte de la 
figura formada por las tangentes a la línea r = r (s). Escribir 
la ecuación del plano tangente on un punto arbitrario do 
la superficie. Investigar su comportamiento al desplazarse 
el punto de tangencia a lo largo de las generatrices rectilíneas 
de la superficie. 

594. Demostrar quo las superficies z — tg (xy), x 2 _— 
— y 1 = a son ortogonales en los puntos de su intersección. 

595—597. Demostrar quo las siguientes familias de super¬ 
ficies son ortogonales de par en par (K )i, v son los para- 
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metros de las familias): 

(505) Ax -I- y 2 -f z 2 — X., y — ju, y 1 -f- 2 3 = ve*. 

(590) x 2 -i- y 2 + z 2 = X, x 2 + y 2 -(- z* = |i y, 

x 2 + y 2 + z 2 = vz. 

(597) xy = Xz 2 , x 2 + y 2 + z 2 = p, 

x 2 + y 2 + z 2 = v (x 2 - y 2 ). 

598. Mostrar quo el plano tangente trazado en cualquier 
punto de la línea u — c sobro la superficie x = u eos v, 
y — u sen v, z = / (v) + a«t pasa por una recta fija. 

599. Demostrar quo si todas las normales do una super¬ 
ficie pasan por un punto, entonces esta superficie os una 
esfera o una región en la asiera. 

000. Demostrar quo la normal «lo una superficie «lo rota¬ 
ción coincido con la normal principal del meridiano y corla 
el ojp. de rotación. 

601. Si todas las normales «le una superficie cortan la 
misma roclo, entonces la superficio será superficie «lo rota¬ 
ción. Demostrar esto. 

602. Demostrar que la superficie reglada ll = r (ti) + 
4- va (u) es dcsarroilablo si y sólo si 

r'aa' — 0. 

603. Demostrar que una superficie paralela a una desa¬ 
rrollare os también superficio dcsarroilablo. 

604. Demostrar que cualquier superficie desarrolla ble 
so puedo dividir en las partes siguientes: 

n) parte del plano; 

b) parle del cilindro; 

c) parto del cono; 

d) parlo de la figura constituida por las tangentes a 
cierta línea no plana. En esto último caso la línea indicada 
se llama arista de retroceso. 

005. Sea S una superficie dcsarroilablo del tipo d) del 
problema 604. Demostrar quo ol plano tangente en un punto 
arbitrario do ln superficio S coincide con el plano escalador 
«lo la arista «lo retroceso en el punto correspondiente. 

606. Llámase superficie de Catalán a la superficio re¬ 
glada oblicua, todas las generatrices de la cual son paralólas 
n cierto plano denominado director. Demostrar que las con¬ 
diciones necesarias y suficientes para que la superficie 
d-OlUS 
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reglada 

r — p («) -I- va (u) 

sea nno superficie de Catalán son las siguientes: 

aa'a" = 0, a‘ o. 

007—610. Hallar la línea de garganta do las superficies 
siguientes: 

(607) Del holicoide directo. 

(608) Del hiperboloide de rotación de una hoja. 

(609) De la superficie formada por las hinormales do 
una línea espacial. 

(610) Do la superficie formada por las normales prin¬ 
cipales do una línea espacial. 

Gil. Demostrar que la superficie formada por las norma¬ 
les trazadas en los puntos do una generatriz do uno superficie 
reglada oblicua es un paraboloide hiperbólico o una parle 
del mismo. 

G12. Mostrar que la línea yz — x, xi — y 1, tiene, 
con la superficie z ■= xy una tangencia do segundo orden 
en el punto M (0, —1. 0). 

618. Hallar el orden do tangencia de la línea 

* = l 3 , y *= t* + 21 z = i* 
con la superficie 

x 1 + y* = x (y + z) 

en el origen de coordenadas. 

Gló. Una recta que tiene con una superficie do segundo 
orden uno tangencia no inferior al segundo orden se encuen¬ 
tra completamente en esta superficie. Demuéstrese esto. 

615. Si una linea en cada punto suyo tiene con un plano 
osculador una tangencia no inferior al tercer orden, entonces 
esta línea es plana. Dcimióstreso esto. 

616. Supongamos que la línea L tiene con la superficio S 
en el punto una tangencia de orden n. Mostrar que la 
proyección L' de la línea L sobre la superficie S es paralela 
a cierta dirección quo no está en el plano tangente a S en 
el punto y tiene con la linca L en el punto M 0 una tan¬ 
gencia de orden n. 
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§ 12. Familia de suj)crficics. Envolvente 
Sea 

/■' (x, y, z) — C (1) 

la ecuación de una familia moiiopnramctrica do superficies. 
El conjunto de lodos los punios que satisfacen al sistema 
do ecuaciones 

/•' (x, y , z, C) = 0. d c FJx, y, a, C) = 0 (2) 

so llama discriminante do la familia ( 1 ). 

Llámase envolvente do la familia (1) la superficie quo en 
cada punto suyo toca cierta superficie do la familia (es 
decir, tiene con ella un punto común y un plano común 
tangonto a ella). Una parte del discriminante, quo es 
superficie, será envolvente. Los puntos de tangencia do la 
envolvonto do una familia ( 1 ) con ciorta superficie fija do 
la familia forman en el caso general una línea que so llama 
característica y so defino por el sistema ( 2 ) siendo darlo el 
valor C correspondiente a la superficie quo so examina. 

El conjunto do puntos quo satisfacen al sistema do ecua¬ 
ciones 

F (x, y, z, C) = 0, 0 C F (*, y, i, C) => 0 
OhcF (x, y, z, C) = 0 

so denomina arista de retroceso de una envolvente. Si nnn fa¬ 
milia do características tiene una envolvente, entonces esta 
envolvente pcrlonoco a lo arista de retroceso. 

Sea 

F (x, y, z, C„ C t ) = 0 (3) 

la ecuación de una familia biporamétricn de superficies. 
El conjunto de soluciones del sistema 

F (x, y, 2 , C u C,) = 0, d c ,F (x, y, z , C„ C t ) =» 0 

dc.F (x, y, z, C„ C 2 ) = 0 

so llama discriminante de la familia (3). La envolvente do la 
familia (3) se define del modo igual ni indicado nnlorior- 
monle. 



Cap. 4. Superficies 


M 


G17—Clí). Hallar la envolvente de una familia de super¬ 
ficies: 

(Gi7) I 1 -I- r H- (z - cy - 1 - 0 . 

(G18) i -1- C z í/ -f Z - 2C = 0. 

(Gi 9 ) (i - cy + (¡/ - cy + (z - c ) 2 - c z = o (c ^o>. 

620. Citar el ejemplo de una familia de superficies cuyo 
discriminante sen una línea. 

621. Citar el ejemplo de una familia de superficies cuyo 
discriminante sea un punto. 

622. Hallar la envolvente y los características de la 
familia do esferas 

(x - cy + -I- z* — i = 0. 

¿Existo la arista do rotroccso tío la envolvente? 

623. En las cuerdos do la elipse 



paralelas a uno de los ejes de simetría so construyen, como 
en diámetros,| osferns. Hallar la envolvento do estas esferas. 
El mismo problema so plantea para Jo hipérbola. 

624. Hallar la arista de retroceso do la envolvente de 
una familia de superficies 

x son a — y eos a + z = ba, 

donde b = const, a es parámetro. 

625. Hallar la envolvento de una familia de planos cada 
uno de los cuales forma con los planos do coordenadas el 
tetraedro do volumen dado V. 

G2G. Encontrar la ecuación do una familia do esferas 
para la cual la superficie envolvente es un cono sin vértice. 

x 1 + y* = aV (z =¿= 0). 

627. Hallar la envolvente de una familia de esferas de 
radio constante cuyos centros están en la línea dada p = p (s) 
(,superficie tubular). 

628. Hallar la envolvente, las características y la arista 
de retroceso do una familia de esferas do radio a cuyos contros 
so encuentran sobre la circunferencia 

x J + y* = b\ z - 0. 
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029. Hallar la envolvente, las característicos y la arista 
de retroceso do lo familia do superficies 

K* - cy + (y - ny + - /?>i x 

x k* - cy + (i y + ny + 2 a - /?*] = o (¡, j + 2 > ^o>. 

630. Hallar la envolvente de planos oseuladores de una 
línea espacial y sus características. ¿Existe lo arista de 
retroceso de la envolvonto? 

631. Hallar la envolvente de planos normales de una 
línea espacial, sus características y la arista do retroceso. 

632. Hallar la envolvente de planos rectificantes de una 
línea espacial, sus características y la arista do rotroceso. 

633. Hallar la envolvente do una familia do conos cir¬ 
culares iguales (con el ángulo de sección axial igual a 2a) 
quo tienen el vértice en el origen do las coordenadas y locan 
el plano z = O. 

631. Demostrar que las superficies desarrolla bles y sólo 
ellas son envolventes do una familia monopnrnmclrica do 
planos. 

635. La superficie dcsnrrollnblo o está corlada por una 
familia de planos paralelos. Demostrar que las ©volutas do 
secciones también están sobro la superficie dosarrollablo. 

636. Hallar la envolvente do una familia do esferas do 
radio constante a que tienen los centros en el plano z = 0. 

637. Si lodos los planos tangentes do cierta superficie la 
locan por línoas, entonces estas línens son rectas o partes 
suyas. Demuéstrese esto. 

638. Hallar la envolvente de una familia de planos para 
los cuales la suma de las distancias hasta n puntos fijos es 
constante. 

§ 13. Primera forma cuadrática 

Llámase primera forma fundamental de la superficie S 
en Si 3 , y se designa con rp,, al producto escalar inducido en 
cada espacio vectorial tangente do la superficie por el 
producto escalar en Así, pues, a cada par h, p de los 
vectores tangentes a la superficie (en un mismo punto) la 
forma cp, le pone en correspondencia el número cpj (fc, p) = 
= h-p. La forma cuadrática q>j correspondiente so denomina 
primera forma cuadrática de la superficie y so denota por ds 1 
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{así como por q>,). La representación de la forma bilineal cp, 
es c<|iiivnlcnlc a la representación de la forma cuadrática ds*. 
Para el vector tangente h a la superficie ds* (fe) = tp, (fe, fe) — 
= fe. fe — | fe p. Si (U, r) es la pnramctrización de una 
superficie y d„r, 0„r es la base movible, entonces las funciones 

/i (u, o) = 0„r (u, v)-d„r (u, t>). 

/•' (//, v ) = d„r (i¿, v )-¿V (u, r>), 

G («, v) = íi B v (u, v) d„r (u, o) 

se llaman coeficientes de. la primero, formo cuadrática (funda¬ 
mental). Si fe, p son los vectores tango ules a nna suporficio 
en el pimío r («, v) y 

h = h x <l„r (u, v) -|- h t i) n r («, w), 

p = /»,<?„/• («, v) + p 2 d t .r (u, o) 

(es decir, (tii, fe.) son las coordenadas del vector fe en la baso 
movible y (/>,, p t ) son las coordenadas del vector p), entonces 

ds 2 (fe) = E (u, v) h\ + 2 F (»/., v) fe,fe 5 -f G (u, v) h\, 

Ti (fe. />) = G ("■ >') l'il’i -I- /'■ (m, ") (l'tl’i H- h 7Í‘¡) + 

-|- G (n, v) h 2 p 2 . 

Con frecuencia ds* so escribo do la forma 

ds 2 = E du 2 2 F du dv + G dv 2 , 


teniendo r.n cuenta con ello que d u (fe) = h„ dv (h) = fe,. 

Si la linea en superficie está definida por las ecuaciones 
interiores u — u (t), v — v (t), entonces lo longitud del 
arco de esta línea so encuentra por la fórmula 


f . /£• («(í), t, (i)) (W (t))> + 2 F (a (t), v (t )) u' (() x 
J Y Xv'(t) + G(u(t), v(t))(v'(t))*dt. 


Si <p es el valor del ángulo comprendido entro las líneas en 
la superficie (definidas por las ecuaciones interiores u = 
= Ií, (l), v = 1-, (í) y v = u, (t), v = v t (l)) en el punto 
común con las coordenadas curvilíneas (u 0 . i>o) — 
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— ("i (¿n). "i (¿o)) — Oh (*«) (<o)). entonces 

OS >p - (E («„, ít¡ (í„) «; (<„) -1- 

+/'■ ("«. w«) (»; (<o) <>; c<o)+•*; (*#) (*<>)) + 

+c(« 0 , »„)w;(f 0 ) («„)), 


donde 



/¿ («o. "o) («', ('o)) 2 + 2A' (!/„, v 0 ) n.; (t„) y¡ (f 0 ) + 

+ C(«í, Vo)(v\(h)) i < 

E («o, i'o) («; (to)V + 2A' (//«. o n ) u t (t 0 ) V; (i„) + 

+ <*(«•. o„) K {«„)>*. 


El A ron o de unn reglón cerrada D on la superficie, ([tío 
es la imagen do lina región cerrada D ' con respecto a la 
función vectorial r (o sea, r (/?') = O), so calcula por la 
fórmula 

n* j ^ Veo- F* iludo, 
ir 


El difeomorfismo / do la superficie S sobre la superficie Q 
se llama isometría si la longitud del arco «le una línea cual¬ 
quiera l eu la superficie S, entre los puntos Af y N, es igual 
a la longitud del arco de la línea / (f) en la superficie Q ontro 
los puntos correspondientes. La suporficio S se llama aplicable 
n Ja superficie Q si para todo punto M 6 S existo la isometría 
del entorno IV del punto M on la superficie S sobre ciorla 
parle do la superficie Q. 

El difeomorfismo / de la superficie S sobre la superficie Q 
so denomina aplicación conforme si el ángulo comprendido 
entre dos líneas cualesquiera en la superficie S es igual al 
ángulo comprendido entre las líneas correspondientes en la 
superficie Q. 

Sean (U, r ,) y (U, rj) paramclrizaciones do las superficies 
S y Q, respectivamente, y sea 

/: /•, (U) ->>*, (£/), i*| (u, »)-*■»•, (ir, v) 

la aplicación que pone en correspondencia los puntos con las 
mismas coordenadas curvilíneas. La aplicación / es isometría 
(conformo) si, y sólo si, los coeficientes de las primeras for- 
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mas cuadráticas de Jas superficies con respecto a Jas para- 
mclrizaciones indicadas coinciden (son correspondiente¬ 
mente proporcionales). 

639—6-59. Hallar Ja primera forma cuadrática de las 
siguientes superficies de rotación: 

(639) x = / (u) eos v, y = / (u) sen v, z — g (a), o sea, 
Ja superficie do rotación con el eje de rotación Oz. 

(040) x = R eos u eos v, y — R eos te sen v, z — 

= ti sen u, o sea una esfera. 

(0*11) x *= a eos u eos v, y = a eos u sen v, z = c sen u., 
o sea, un elipsoide de rotación. 

(642) x = a ch m eos v, y = a ch u sen v, z = c sh u, o 
son, un hiperboloide de rotación de una liojn. 

(643) x --- a sb u eos v, y = a sb u sen v, z — c oh ti, o 
sen, uii hiperboloide do rotación do dos hojas. 

(644) r — ii eos v, y = n sen v, z — it*, o sea un para¬ 
boloide de rotación. 

(645) ,r = 11 eos v, y = R sen v, z — u, o sen, un ci¬ 
lindro de sección circular. 

(646) r = ií eos v, y = u sen v, z — ku (u =/= 0), o sea, 
un cono circular sin vórtice. 

(647) x = (n -|- b eos «) eos v, y = (a + b eos u) sen v, 
z — b sen u, o sen un toro. 

(648) x = a ch (lila) eos i>, y = a ch (tila) sen v, z — u, 
o' sea, un catenoide. 

(649) x = a sen u eos v, y — a sen ti sen v, z = 

= a (In tg (u/2) + eos u) (u ^n/2), o sea una scudocsfera. 

650. Hallar la primera forma cuadrática del hclicoido 
recto x -■ ti eos v, y — a sen v, z — av. 

651. Hallar la primera forma cuadrática del hclicoido 
do forma general x — u eos v, y — u sen v, x — j («) + av. 

652. La superficio S es una parte de la figura formada: 
a) por las tangentes, b) por las normales principales, c) por 
las binormales de una línea r = r (u), donde u es un pará¬ 
metro natural. Hallar la primera forma cuadrática de la 
superficio S. 

653. Hallar la primera forma cuadrática de la superficie 

z = z (z, y). 

654. Señalar qué forma cuadrática entro los citadas a 
continuación no puede servir en calidad de primera forma 
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cuadrática tic cierta superficie: 
n) da 2 — du 1 4- 4du dv + do 1 -. 

Ij) ds 2 = du 7 -}- ídu du 4- 4dv 7 ; 

c) da 7 = du 1 — 4du dv 4 - 6dv 7 ; 

d) ds 7 = du 1 4 - écft/. dv — 2 du*. 

G55. Hallar las fórmulas de transformación do los 
coeficientes do la primera forma cuadrática y tío la expresión 

u~Veü—f* 

al pasar a un nuevo sistema curvilíneo de coordenadas. 

656. Mostrar que, una vez escogidas correspondientes 
las coordenadas curvilíneas en la superficie do rotación, su 
primera forma cuntirá tica puede .ser reducida « la forma 

ds 7 = du 7 4 - G (u) dv 7 . 

657. Uno red do lineas tle coordenadas on una superficie 
se llama red de Chéblshev si los segmentos do lineas do coor¬ 
denadas do una familia, comprendidos entro dos líneas do 
otra familia, tienen longitudes iguales. Demostrar que una 
red tic líneas de coordenadas en superficie es red de Chóbisliov 
si, y sólo si, d„E = 0, d 0 G *» 0. 

658. La primera forma cuadrática tío «na superficio 
Heno la forma 

ds 7 =■=■ du 7 4 - 2 Z 7 di i dv -|- dv 2 . 

¿Qué so puede decir en esto caso tic las coordenadas curvi¬ 
líneas? 

659. Reducir la primera forma cuadrática de una esfera, 
un toro, un catenoide y unn scudoosfcra a la forma 

da 2 = du 2 4- G (5) dv 2 . 

CCO. Un sistema do coordenadas curvilíneas on superficie 
se llama isotérmico si la primera forma cuadrática do la 
superficie en estas coordenadas tiene la forma 

ds 2 — A ( u , v) ( du 7 -\- dv 2 ). 

Hallar las coordenadas isotérmicas sobro una scudoosfcra. 

661. Hallar el ángulo bajo el cual se cortan las genera¬ 
trices rectilíneas tlel paraboloide hiperbólico z — axy. 
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0<t2. Mostrar que las áreas tío regiones en los paraboloides 
z = a (.r* -1- ;y 2 )/2 y z = axy que se proyectan sobro la 
misma región de! plano xOy son iguales. 

6(13. [fallar las ecuaciones do líneas que corlan los 
meridianos de una superficie de rotación bajo un ángulo 
constante a (de una Inxndromia). 

664. Hallar la ecuación de las loxodromias en una esfera. 

665. Si la familia de lineas en una superficie está defini¬ 
da por la ecuación diferencial A dn -f- ¡i dv = 0, entonces 
la ecuación tío las trayectorias ortogonales, o sen, de las 
líneas que cortan las líneas dadas bajo el ángulo recto, tiene 
la forma 


(///.; _ A/.-) iln -|. (//A' — AG) dv -= 0. 
Demuéstrese oslo. 

660. Hallar las trayectorias ortogonales de las generatri¬ 
ces rectilíneas de un cono. 

607. La superficie S es una parlo tic la figura formada 
por las tangentes acierta línea: Hallar los trayectorias orto¬ 
gonales de. las generatrices rectilíneas de la superficie S. 

668 . Encontrar la ecuación diferencial do las lincas qno 
cortan las generatrices rectilíneas do la superficio S del 
problema 667 bajo un ángulo constante a. 

660. Hallar la ecuación diferencial do trayectorias orto¬ 
gonales de una familia de lincas ip («, v) =-- consl. en una 
superficie. 

670. Hallar las trayectorias ortogonales do una familia 
de lincas u + v = const qno descansan en una esfera 

x — /? eos it eos v, y — n eos u sen v, z = /f son ti, 

671. Hallar las trayectorias ortogonales do una familia 
do lincas ti = Ce” que descansan sobre un helicoide oblicuo 
x = u eos v, y «=* tí sen v, z = ti + v. 

672. Sobro un cono circular x — u eos u, y = u son v, 
z = u, se examina una familia do líneas v = u 1 + «. dondo 
a es un parámetro. Hallar la familia de sus trayectorias orto¬ 
gonales. 

673. Escribir las ecuaciones de un helicoide oblicuo 
x — n eos v, y = a sen v, z = tí + v, tomando las líneas 
v = consl y sus trayectorias ortogonales por lincas do coor¬ 
denadas. 
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674. Deducir la condición do ortogonalidod de dos fami¬ 
lias do lincas en una superficie, definidas por In ecuación 
diferencial 

P («. ") du* H- Q («, y) da dv -f- R (iw) dv 2 = 0. 

675. Demostrar que sobre un hclicoide recto x = 
— u eos i>, y — 11 sen v, z = av la ecuación diferencial 

du 2 — (it* -f- «*) dv 2 = 0 
define la red ortogonal. 

676. En la superficie z = axy hallar las trayectorias 
ortogonales do sus generatrices rectilíneas. 

077. Demostrar que las líneas que en cada punto suyo 
bisecan los ángulos comprendidos entre las lineas do coonio- 
nadas se definen por Jas ecuaciones diferenciales 

Vlida± V G do = 0. 

G78. Encontrar las ecuaciones do las líneas sobro un ho- 
licoido roclo x *= it eos v, y = u son v, s = av, quo bisecan 
ios ángulos comprendidos entro las líneas do coordenadas. 

G79. Hallar las ecuaciones de Jas líneas en la esfera 
x “ a cos u sen v \ !l = o sen ii sen v, z — a eos It, quo bi¬ 
secan los ángulos comprendidos entre las paralelas y los 
meridianos. 

G80. Ilnllnr las ecuaciones de las líneas que bisecan los 
ángulos comprendidos entre las generatrices rectilíneas cu 
cada punto de la superficie z = axy. 

681. Dada In superficie 

x = u 2 + v 1 . y = u 2 — v 2 , z = uv (f « | -1- | y | =^0), 

a) Hallar la primera forma cuadrática. 

b) Calcular la diferencial de la longitud del arco para 
las líneas u = 2, v = i, v = au. 

c) Calcular la longitud del arco de la linca v = au entro 
los puntos de su intersección con las líneas « = 1, it = 2. 

G82. Hallar bajo que ángulo se cortan las líneas u -|- v = 
= 0, u — v = 0 sobre el hclicoide recto x — u cos v, y = 
= u sen v, z = av. 

683. Hallar el perímetro y los ángulos interiores del 
triángulo u — dzav 2 /2, v = \ que está en una superficio 
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en ln eno.l 

ds 2 =■ du 2 -f- (u* + á 2 ) dv 2 . 

084. Hallar en la superficie con la primera forma cuadrá¬ 
tica 

ds* = du* + sil* u dv * 

la longitud del arco de la línea u = v entro los puntos 
M x (i/,i u,) y A/* (u„ u,). 

080. Hallar el ángulo comprendido entro las lineas 
v = 2 íí y v — — 2u en la superficie que ticno la primera 
forma cuadrática 

ds* = du* du*. 

(i8(i. Hallar ol ángulo comprendido entro las líneas 
ti ((. f y v bi 3 — m soliro la supcrficio i — M eos u, 
r/ i» sen v, i « m*. 

087. Sobre un liclicoido recto x =* u. eos v , ;/ = i¿ son u, 
z == oh están definidas las líneas 

o =-. In (u ± V it* a 2 ) -|- £7. 

Calcular las longitudes do los arcos de estas líneas entro 
dos puntos áf| (itj, u,) y M t (u it v t ). 

088. Sobro la scmloosfora 

x «> o sen ii eos y, // = a sen u sen u, 

z = o (ln tg (u/2) -1- eos u) 

so dan dos familias de líneas 

y = ±a ln tg (u/2) + C. 

Calcular 1a longitud del arco do 1a linca do cada familia entro 
dos puntos M x (»,, w,) y (it„ i7 a ). 

Demostrar que las longitudes do los arcos do todas las 
líneas do una familia entre dos línoas fijas de otra familia 
Son iguales. 

G89. Sobro uno esfera está representado un triángulo 
rectangular cuyos lados son arcos de grandes circunferencias 
do la esfera. Hallar: a) lo relación entre los lados del tri¬ 
ángulo; b) sil área. 

690. Hallar el áren de un cuadrilátero sobre el helicoidc 
recto x — u- eos v, y — u sen v, z = av, acotado por las 
líneas w = 0, u = a, v — 0, v = 1. 
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691. Hollar el área del triángulo curvilíneo u = ±au, 
v — i que está en una superficie con la primera forma cua¬ 
drática 

ds’ = du* -f (it* + a 1 ) dv\ 

692. Hallar el áren do una región esférica convexa limi¬ 
tada por el bucle do una curva de Viviani. 

693. Llámase lúnula esférica a la figura constituida por 
dos granóos semicircunferencias que tienen los extremos 
comunes. Hallar el área S de una lúnula esférica con el án¬ 
gulo ip„ en ol vértice. 

694. Demostrar que toda superficie cilindrica so puedo 
superponer n un plano. 

695. Demostrar que toda sil por!icio cónica so puedo 
superponer a un plano. 

696. Demostrar que se puede superponer a un plano la 
superficie que os una parlo do la figura formada por las 
tangonlcs a cierta línea. 

697. Domoslrnr que un helicoide recto se puedo superpo¬ 
ner a un catenoide. 

698. Llámase superficie de Liouville a la que tiene una 
primera forma cuadrática quo so puedo reducir a la forma 

** = (/ (u) + g (o)) (<fa* - 1 - dv‘). 

Demostrar quo una suporficio aplicablo a la suporficic do 
rotación es suporficio do Liouville. 

699. Demostrar quo cualquier superficie de rotación so 
puede aplicar localmente de un modo conformo sobro un 
plano. 

700. La aplicación de una superficie sobro otra se llama 
cquiareal si las regiones do aplicación correspondientes 
tienon las áreas iguales. Demostrar que si la aplicación de 
una suporficio sobro la otra es conforme y cquiareal, entonces 
es isométrica. 


§ 14. Aplicación esférica, segunda forma cuadrática 

Soa S una suporficio orientada cuya orientación so de¬ 
termina por el campo do nt vectores unitarios sobro la super¬ 
ficie, ortogonales a ella. La aplicación de la superficie S 
en la esfera S 2 tal, que al punto M £ S le pono on corros- 
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pendencia el punto M' «lo una esfera cuyo radio vector es 
igual a ni . (/I/), se llama aplicación raje rica (o gaussiana) da 
la superficie S. Con ello, el espacio tangente T M S se puede 
identificar con el espacio tangente T M S Z , identificando 
el vector tangente {M, h ) con (M\ h). La aplicación esfé¬ 
rica es suave y su diferencial en el punto M, considerada 
como transformación lineal del espacio T^S, se denomina 
operador principal de la superficie (en el punto M) y se desig¬ 
na con A. Con ayuda del operador principal en cada espacio 
vectorial tangente a la superficie S se determina la forma 
simétrica b¡ lineal «p 2 , llamada segunda forma fundamental , 
por la regla «p 2 (/», p) = — A (h)-p = — h- A (/>)• La forma 
cuadrática «p 2 correspondiente so denomina segunda, forma 
cuadrática de la superficie y se denota también por «p 2 . Si 
( U, / ) «’s la pnramotriJsnciiHi de la superficie y 


|.( 1 ,rx<v l ’ 


entonces 

A- (d„r) ¿>„m, A. («V) = 

y para los vectores tangentes h = d u rh¡ H- d v rh 2 y 
— O u rPi - 1 - d„vpi 

A (/*) = 5 u nifc, 4- 0 B mh t 


y 


p “ 


<p 2 (/i, p) = —«7„m • 0„rh¡p, — ó 0 ni ■d r ph l p t — 


Las funciones 


— 0 B m-d a rh t p l — • d„r/i,/> 2 . 


L(u, v) = — d, ,in (u, v) ■ 0 u r (a, o) = m (u, o) - i)l„r (u , v) 

_ d u rd o r0uui' 
- V liü-F 1 ’ 

M (t¿, u) = — v) • d B r (u, v) = — d B m (u, v) d u r(u, u) = 

v )- d «d'(u, v) = ■ 

AT(u, ü)= — d B m («*, v)-d a r(u, w) =»i(ti, o) t?J„/-(u, v)-= 

_ d}i*'d v rdvvi' 

~ Y EG — F* 
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so denominan codicíenles de la segunda forma cuadrática 
( fundamental ) de la superficie. Tiene lugar la fórmula 


Tí <*. P) = Lh iPi + M (k,p, + h 7 p,) -1- Nh t p t . 


La segunda forma cuadrática se escribe írccucntcmonlo 

así: 


«p» - L du* 2 M du dv -|- N dv ». 


En la baso movible (d u rd e r) do una superficie, la matriz 
del operador principal (de la transformación lineal) A 
tiene la forma 

1 [ PU—GL A'A ’ — GAi | 

l«! - T* L PIj—HM PM —en y 


En cada punto do la superficie se determinan los valores 
propios (reales) X t , X, del operador principal A y los vectores 
propios unitarios recíprocamente ortogonales n,, e, tales, 
quo A (ej) = X,c,, A (e*) = X 2 e 2 . Los direcciones determi¬ 
nadas en cada plano tangente do la superficie por los vecto¬ 
res c y y Cj se llaman principales. El punto do la superficie, 
en que ol operador principal es nulo, o sen, X, — 0, X 2 = 0 
se denomina punto de aplanamiento. 

El punto en quo el operador principal es una semejanza, 
o sea, Xj = X, ^tO se llama punto de redondeo (o punto 
umbilico). 

Denomínase curvatura normal lc n de una línea sobre la 
superficie en un punto Ai, al valor de la proyección del vec¬ 
tor de curvatura kn do esta línea en el punto Al sobro la 
normal a la superficio, orientada por el vector m (Al). Si dos 
líneas on la superficie tienen en ol punto Al una recta tan¬ 
gente común, ontonccs sus curvaturas normales en esto 
punto coinciden. Por eso la curvatura normal en el punto Ai 
se puedo considerar como función de la dirección en el 
plano tangente en el punto M y llamarla curvatura normal 
de la superficie en la dirección dada. La curvatura normal 
de una línea que ticno on el punto Ai el vector tangente h 
se calcula por la fórmula 


*»(&)- 


Ti (/») 

<(>i (A) ' 
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Si por la normal a la superficie en el punió AI so pasa 
lili plano, entonces en el entorno clol ponto M Ja intersec¬ 
ción (le este plano con la superficie es línea y se llama sec¬ 
ción normal. La curvatura de la sección normal coincido 
con el módulo de su curvatura normal. La curvatura le do 
una línea en superficie está enlazada con la curvatura k 0 
de la sección normal, que tiene con la línea en cuestión 
la tangente común, según la fórmula 
k„ = k | eos 0 1, 

donde 0 os el ángulo comprendido entre el vector ni y el 
vector n de la normal principal de la linca. Las curvaturas 
normales do una superficie en las diroccioncs principales so 
llaman curvaturas normales principales y so designan me¬ 
díanlo k , y k... 

lí.visten las fórmulas 

A'i = —X|, k t —Aj 
y k u k , son las raíces de la ecuación 
(EG — !■"■) le 2 — (UN f GIj — 21'Af) k J- LN — AI' 2 = 0. 

Si el vector tangente h engendra el ángulo ip con el vector 
c¡ du la dirección principal, entóneos 

k n (h) = k, eos 2 ip -| k 2 sen* cp, 

o sea, la ¡orín til a de Eulcr. 

La curvatura total (o gaussiaua) de una superficie en 
un punto so determina por la fórmula 

A = dot .4 = «>/£, - - pé rz-pr 
y la curvatura inedia, por la fórmula 

//= _ Y tr .4 = —2-— zWtrrjñ) -• 

Si K > 0, entonces el punto de la superficie so llama 
cliplico ; si K < 0, hiperbólico-, si K — 0, parabólico. 

Si a partir de cierto punto M de una superficie se traza 
en la tangente a cada sección normal un segmento igual 
a la raíz cuadrada del radio de curvatura de esta sección, 
entonces se obtiene una línea que se denomina de Dupin. 
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701—714. Hallar los conjuntos do punios sobro una 
estero en los que se representan las superficies indicadas 
a continuación con su aplicación esférica: 

(701) Una esfera. 

(702) Un elipsoide. 

(703) Un paraboloide elíptico. 

(704) Un hiperboloide do rotación do una hoja. 

(705) Un hiperboloide de rotación do dos hojas. 

(700) Un cilindro elíptico. 

(707) Un cilindro parabólico. 

(708) Un cilindro hiperbólico. 

(709) Un cono circular. 

(710) Un catenoide. 

(711) Una soudoosfcra. 

(712) Un toro. «. 

(713) El cilindro y =■ j*. 

(714) Un holicoido recto. 

710. Supongamos que la siipcrficio S os una parto do la 
figura constituida por las tangonlos do la curva espacial 
r ■= r (l). Demostrar que la imagen de la suporficio S en 
aplicación esférica es la curva sobre la esfera. 

710—726. Hallar Ja segunda forma cuadrática de las 
superficies de rotación siguientes: 

(716) x — I («) eos v, y = f («) son v, z — g (u), o son, 
una superficie do rotación con el eje do rotación Oz. 

(717) x — R eos ii eos v, y — II eos u son n, z = II sen a, 
o sen, una esfera. 

(718) * = a eos ii eos v, y = a eos u sen v, z — c son ti, 
o seo, un elipsoide de rotación. 

(719) x = a ch u eos v, y = a ch u son v, z = c sli u, o 
sea, un hiperboloide de rotación do una hoja. 

(720) x «= a sh o- eos v, y = a sh » sen v, z = c ch u, o 
sea, un hiperboloide de rotación do dos hojas. 

(721) x u eos v, y = u sen u, z = u s , o sea, un para¬ 
boloide do rotación. 

(722) x = II eos v, y = /? sen o, z — u, o sea, un ci¬ 
lindro do sección circular. 

(723) x — u eos v, y = u sen v, z = ku (u 0), o sea, 
un cono circular sin vértice. 

(724) .r — (a í> eos ii) eos v, y = (a + b eos u) son v, 
z — b sen u, o sea, un toro. 


1-OI4.1S 




Cap. 4. Superficies 




(725) x — a cli (ti/ti) eos v, y = a ch (u/a) sen i>, z = u, 
o sea, im catenoide. 

(720) x = a sen u eos v, y = a son u sen v, z = 
= n (In tg (m/ 2 ) -I- eos n), o sea, una seudoesfera. 

727. Hallar ln segunda forma cuadrática del helicoidc 
directo x — n eos v, i / = u sen o, z = av. 

728. Mostrar que cualesquiera que so escojan las coor¬ 
denadas curvilíneas sobre un plano la segunda forma cuadrá¬ 
tica os igual idénticamente al cero. 

720. Si la segunda forma cuadrática de la superficie 

z = / (*. u) 

es idénticamente igual a cero, entonces la superficie os un 
plano o una parlo do esto último. Demuéstrese oslo. 

730. Mostrar que las ecuaciones del catenoide (proble¬ 
ma fidO) se puede representar on la forma 

x = V ti*-|-a 2 eos v, 

y = Ya 1 H- a 2 sen i>, 

z = a ln (u -f u 2 -|- a 2 ). 

Hallar la segunda forma cuadrática del catenoide con la 
pnrnmclmnción indicada y calcular la curvatura normal do 
los líneas do coordenadas. 

731. La superficio 5 es una parte do la figura consti¬ 
tuida por las tangentes a una linca espacial. Hallar las 
curvaturas principales do la superficio S. 

732. Calcular las curvaturas principales en los vértices 
del hiperboloide do dos hojas 



733. Hallar las direcciones principales y las curvaturas 
principales del hclicoide recto x = u eos v, y — u sort v, 
z = av. 

734. Demostrar que las direcciones principales de un 
helicoidc recto bisecan los ángulos comprendidos entre las 
direcciones de la generatriz y de 1 a hélice. 

.735. Calcular las curvaturas principales do la superfi¬ 
cie z — xy en el punto M (1, 1, 1). 
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73G. Calcular las curvaturas principales do la superficie 



on el punto M (0, 0, 0). 

737. Mostrar que en todo punto do la superficie x = 
— u eos i i, y — u sen i>, z = Xu, una de las secciones nor¬ 
males principales es recto. 

738. Hallar las curvaturas de las secciones normales de 
la superficie y = xV2, a) en un punto arbitrario; b) en 
los puntos de las líneas que so obtienen en las secciones do 
la superficie por los planos z = k en las direcciones que 
van por las tangentes a estns líneas; c) on el punto M (2, 2, 4) 
en la dirección de la tangente a la línea ;/ = x % /2, z = **. 

739. En la superficio x = ti 1 ■+• o 1 , y =-■ u* — i> a , z = uv 
so da ol punto P (u = 1, v — 1). 

a) Calcular los curvaturas principales do la superficio 
en ol punto 

1») Hallar las ecuaciones do las tangentes PT„ PT Z 
a las secciones normales tangentes en el punto indicado. 

c) Calcular la curvatura do la sección normal on el 
punto P la cual pasa por la tangente a la línea u = u *. 

740. Dada la superficio 

a «2+ 

a) Hallar on el origen do las coordenadas la ecuación 
da la inriicnlm de Dupin. 

b) Calcular en el origen de las coordonadas el radio de 
curvatura do la sección normal, la tangente al cual forma 
un ángulo de 45° con ol ojo Ox. 

741. En el plano tangente en un punto M de una super¬ 
ficie están trazados n líneas que forman entro si ángulos 
iguales n/n. Mostrar que 



donde 1/r, son las curvaturas normales de los líneas en la 
superficie, que locan las rectas en cuestión. 

742. Por el vértico M de un elipsoide de rotación se 
trazan todas las líneas posibles. Hallar la figura constituida 
por los centros de curvatura do estas líneas en el punto M. 


it 
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743. Mostrar que las superficies desarrolla bles se ca¬ 
racterizan por el hecho de que su curvatura total en todos 
los puntos es igual al cero. 

744. Hallar las superficies para las cuales la segunda 
forma cuadrática son un cuadrado completo. 

745. Mostrar quo uno de los radios principales de curva¬ 
tura de una superficie de rotación es igual al segmento do 
la normal, comprendido entro la superficie y el oje do rota¬ 
ción. 

74G. Hallar la curvatura total do las superficies indi¬ 
cadas en los problemas 639—649 como producto de las 
curvaturas principales (sin calcular las formas cuadráticas). 

747. Si una parábola gira en torno a la directriz, so 
oblicuo una snporficio en la cual | /I, | = 2 | ít t |, donde 
II, y II* son los radios principales do curvatura. Demués¬ 
trese oslo. 

748. Hallar la expresión do la curvatura total de una 
superficie referida a las coordenadas isotérmicas. 

749. Hallar la expresión do la curvatura total de una 
superficie referida a las coordenadas sern i geodésicas, o sea, 
a tales en que la primera forma cuadrática tiono el aspecto 

(ü¡* ■= du* -(- G (i i, v) di?. 

750. Hallar la curvatura total do una superficie cuya 
forma cuadrática sea 

di* = du* -I- c* u du*. 

751. Hallar la curvatura total del paraboloide 



752. Mostrar quo si la primera forma cuadrática tiene 
el aspecto 

ds* = du* + 2 eos o) du dv + dv*, 
entonces su curvatura total so calcula por la fórmula 

_ duvto 

SOll <l) ■ 

753. Hallar la curvatura total de la superficie definida 
por la ecuación F ( x , y, z) = 0. 
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754. Demostrar que la curvatura total de una super¬ 
ficie con la primera forma cuadrática 


rl : 2 _ du’-M»* 

es constante. 

755. La superficie S es una parte de la figura consti¬ 
tuida por las normales principales (por los binornioles) de 
una línea espacial. Hallar la curvatura total do la super¬ 
ficie S. 

756. Hallar la curvatura total y la media del helicoidc 
directo x = u eos v, y = u sen v, z — av. ¿En qué líneas 
la curvatura total es constante? 

757. Hallar la cnrvntiirn total y la inedia do la super¬ 
ficie z = / (x, ij). 

758. T-íollar ¡a curvatura total y la media do la super¬ 
ficie de rotación z — / (p), donde p = V x* + y*. 

759. Hallar la curvatura inedia de un cilindro circular 
de radio a. 

760. Supongamos que una superficie fue obtenida hacien¬ 
do girar en torno al eje l una línea L que no tenga puntos 
con curvatura nula. Si la línea L está vuelta con concavidad 
hacia el ojo l, entonces la supcrficio estará compuesta por 
puntos elípticos; pero si está vuelta lincin el cjo 7. con conve¬ 
xidad, esta superficie estará constituida por puntos hiper¬ 
bólicos. Demuéstrese esto. 

761. Hallar los puntos elípticos, hiperbólicos y parabó¬ 
licos sobro un toro. 

762—766. Investigar el carácter de los puntos en las 
superficies obtenidas por la rotación de las líneas siguien¬ 
tes: 

(762) La sinusoide y = son i (x =j4/cn) gira alrededor 
del eje Ox. 

(763) La sinusoide y = sen x ( x =¿/rn) gira alrededor dol 
eje Oy. 

(764) La línea y = In x (.x ^ 1) gira alrededor del 
eje Ox. 

(765) La línea y = In x gira alrededor del eje Oy. 

(766) La rama de la hipérbola xy — 1 (i >0, x 
—OIA) gira alrededor de la recta Ax -|- By = 0. 
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707—775. Investigar el carácter de los puntos en las 
superficies de segundo orden siguientes: 

(707) Un elipsoide. 

(768) Un hiperboloide de una hoja. 

(769) Un hiperboloide do dos hojas. 

(770) Un paraboloide elíptico. 

(771) Un paraboloide hiporbólico. 

(772) Un cilindro elíptico. 

(773) Un cilindro parabólico. 

(774) Un cilindro hiperbólico. 

(775) Un cono sin vértice. 

770. Averiguar el carácter de los puntos de la superficie 
z — / (i/), donde n = Va:* — j/*. 

777. Mostrar quo todos los puntos de la superficie 
x -I- U — z 3 son parabólicos. 

778. Demostrar quo la única superficie conexa con cur¬ 
vatura total no nula constituida completamente por los 
puntos de redondeo es una esfera o parto do la estera. 

779. Para (pie un punto de una superficie sen un punto 
de redondeo es necesario y suficiente que en este punto se 
cumplan las condiciones 

_ áí _ JU 
K ~ F G ' 

Demuéstrese esto. 

780. Señatar el método geométrico de construcción do 
los puntos do redondeo para una superficie do rotación. 

781. La sinusoide y = sen a: (a: =£kn) gira en torno al 
eje Ox. Hallar en lo superficie do rotación los puntos do 
redondeo. 

782—786. Hallar los puntos de redondeo de las super¬ 
ficies siguientes: 

(782) Del elipsoide do rotación. 

(783) Del paraboloide de rotación. 

(784) Del paraboloide elíptico. 

(785) Del elipsoide de tres ejes. 

(786) Del hiperboloide de dos hojas. 

787. Mostrar que los puntos de redondeo de la superficie 



.'/ = « + — 


z = iw 



§ m. Urdes canlttgnilat y linrns asinlóticas _ 1 ^ 

so oncvicntrnn en Ins línens 

U = V, U + V -I- 1 = 0. 

788. Demostrar que el punto tic redondeo se r,arnclcrÍ7,n 
por la igualdad 

H* = K. 

789. Citar un ejemplo de superficie con un único punto 
do aplanamiento. 

790. Citar un ejemplo de superficie en la cual los puntos 
do aplanamiento forman una línea. 

791. Demostrar que la única superficie constituida 
enteramente por puntos de aplanamiento os un plano o parte 
del plano. 


§ 15. Iteiles conjugadas y líneas asiiitfttlcns 

Una familia unipnramctrica de líneas en una superficie 
definida por la ecuación 

/ (u, », C) = 0, 

se llama regular si por cada punto do la región on examen 
pasa una y solamente una línea de Ja familia. Denomínase 
red de lluras on superficie al conjunto do dos familias regu¬ 
lares cuyas líneas, intersecándose, no se tocan. 

Dos direcciones en el plano tangente de la superficie 
representadas por los vectores fe y p se llaman conjugadas 
si ip, (fe, p) = 0, o sea, si 

Ui,Pt + A f (fciP* + h tPi) d- N h iPt = 0. 

donde fe = (fe,, fe,), p — ( p ,, />,). 

Una red de líneas en superficie se dice conjugada si on 
cada punto los vectores tangenciales a las línens do diferen¬ 
tes familias de esta red están conjugados. 

La dirección determinada por el vector fe, so denomina 
asintálicn si y, (fe, fe) =■ 0. La dirección nsintótica viene 
caracterizada por el hecho de que la curvatura normal do la 
superficie on esta dirección os igual a coro. Una línoa en 
superficie se llama nsintótica si en cada punto su tangente 
tiene la dirección nsintótica. Las representaciones interio¬ 
res de línens asinlóticas so hallan como soluciones de la 
ecuación diferencial 

L du * -|- 2Af du dv 4- N dv 1 = 0. 
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En uno superficie compuesto por puntos elípticos no liay 
lincas asinlóUcas. En «na superficie constituida por puntos 
hiperbólicos, por cotia punto pasan dos líneas asintóticas. 
En una superficie formada por puntos parabólicos que no 
sean puntos de aplanamiento, por cada punto pasa una 
línea asintóticn. 

792. Hallar las ecuaciones diferenciales de las familias 
de líneas en superficie que forman una red conjugada con 
la fnqiilia do lineas de coordenados u = const y v = const. 

793. Hallar la condición do conjugación de dos fami¬ 
lias de líneas en superficie, definidas por la ecuación dife¬ 
rencial 

P (i/, v) di i* -) Q (t/, u) dn dv + /f ((it, v) dv* — 0. 

79ó. luis lineas w* du 2 — n* dv* — 0 que se oiicnoiilrnn 
sobre el hcllcoidc x — ti eos v, y — u son v, z = no, for¬ 
man una red conjugada. Demuéstrese osto. 

793. Encontrar la ecuación diferencial de la familia do 
lincas on superficie que forman una roel conjugada con la 
familia do línons tp (u, o) «=* C. 

790. Mostrar que las líneas do coordenadas de la super¬ 
ficie de traslación r = r, (u) + r, (o) forman una red 
conjugada. 

797. El paraboloide elíptico 



está cortado por los planos z -4- y = C, donde C os una 
constante arbitraria. Hallar la familia de líneas que forman 
con estas secciones lina red conjugada. 

798. En el punto M (1, 1, 1) do la superficie xyi = i 
hállese la dirección conjugada con la dirección n (1, —2, 1). 

799. La familia monoparamclrica de líneas en superfi¬ 
cie está definida por la ecuación diferencial 

A (?/■, v) dn -f- f) (h, i>) dv = 0. 

Hollar Ja ecuación diferencial de la familia de las líneas 
conjugadas con las dadas. 

800. En una superficie dcsnrrollablo una familia tic 
generatrices rectilíneas está conjugada con toda familia 
monopnrnmélricn de líneas. Demuéstrese esto, 
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801. Hallar las líneas conjugadas a la familia do lincas 
u -|- v = C sobre el liclicoide oblicuo x = u eos v, y = 
= o sen v, z = b + v. 

802. Demostrar que una línea en superficie es asintótica 
si, y sólo si, satisface una de las condiciones siguientes: 

a) en cada punto suyo la tangente tiene la dirección 
asintótica; 

b) en cada punto la curvatura normal de la línea es 
igual a cero; 

c) en Jos puntos do la línea donde su curvatura se dis¬ 
tingue do cero el plano osculador de la línea coincide con 
el plano tangente a la suporficic. 

803. Para que las líneas de coordenadas en superficie 
sean asintólicas os necesario y suficiente que /V = L = 0. 
Demuéstrese esto. 

80ó. Hallar las líneas asintólicas de una scudocsfora. 
Demostrar que forman una red de Chóbishov. 

805. Sen l nnn línea asintótica a la superficie <I>. Demos¬ 
trar que las características do la familia monoparamclricn 
do planos tangentes a la superficie 'I* a lo largo de la línea l 
coinciden con las tongontos a la línea l. 

80G. Encontrar la ecuación diferencial do las líneas 
asintólicas de nnn superficie de rotación, 

807. Hallar las líneas asintólicas del catenoide x — 
= cli u eos v, y = oh u sen v, z — u. 

808. Investigar las líneas asintólicas do un toro. 

809. Hallar los lineas asinlóticas do un hclicoido recto. 

810. Hallar las línoas asintólicas de un hiperboloide 
de nnn hoja. 

811. Una reetn se desplaza en paralelo al plano xOy, 
corlando el eje Oz y la línea x — u, y = ir*, z = ir*. Unllnr 
las línoas asintólicas a la superficie descrita por osla recta. 

812. Mostrar quo la línea 

2 2 

I= TFT’ !/== -rrr’ z ~ l 

os una línea asintótica do la superficie 
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813. I5n la superficie engendrarla por las normales princi¬ 
pales do, una línea espacial asta línea as asintólicn. Demués¬ 
trese oslo. 

81-1. Una superficie se llama mínima si su curvatura 
media es idéntica a cero. Mostrar que en la superficie míni¬ 
ma la red do líneas nsintóticas es ortogonal, o sea, en todos 
los puntos las líneas de una familia son ortogonales a las 
líneas de la otra. 

815. Si en cierto punto de tina superficie la curvatura 
media es igual a coro, entonces las direcciones asintóticas 
son perpendiculares recíprocamente. Demuéstrese esto. 

8IG. Mostrar que en un plano toda línea es asintótica 
c, inversamente, la superficie en que toda línea es asintó- 
l.ica es un plano o parto dol plano. 

817. Mostrar que en una superficie paralela a la dada 
las lineas correspondientes a las lineas nsintóticas de la 
suporficio en cuestión serán nsintóticns si, y sólo si, la 
superficie dnda es dcsarrollablo. 

818. Demostrar que la linca l do una superficie y su 
aplicación esférica l' tienen en los puntos correspondientes 
Ins tangentes perpendiculares si, y sólo si, l os una línou 
nsintóticn. 

§ 1G. Di liras dr curvatura 

Una línea cu una superficie .se liaran llura de atriialura 
si en cadn punto do la línea su tangente tiene la dirección 
principal. Las representaciones interiores de las líneas do 
curvatura se hallan de la ecuación diferencial 

\Edu + Fdv Fdu + Gdv j 
| h du -l- M dv M du -|- N du | “ 

I’or cada punto de la superficie que no sea punto do 
aplanamiento o de redondeo, pasan dos líneas de curvatura 
recíprocamente ortogonales. 

819. Demostrar que una línea en superficie es línea do 
curvatura si, y sólo si, se cumple una de las condiciones 
siguientes: 

a) la línea en cada punto va por Ja dirección principal; 
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b) la curvatura normal on cada punto suyo es igual 
a una de las curvaturas principales; 

c) las normales o la superficie a lo largo do la linón 
forman una superficie desarrollable. 

820—826. Hallar las lincas de curvatura do las superfi¬ 
cies siguientes: 

(820) Do una superficie cilindrica arbitrario. 

(821) De uno superficie cónica arbitraria. 

(822) De una superficie de rotación arbitraria. 

(823) De la suporficie x = u 2 + v s , y = u 2 — v 2 , z ~ v. 

(824) De una superficie desarrollable arbitraria. 

(825) De un hclicoidc recto. 

(82G) Do un paraboloide elíptico. 

827. En un plano o en una esfera toda línea es línea de 
curvatura. Domuóslroso oslo. 

828. Demostrar quo las lincns de coordenadas rio una 
superficie son lineas do curvatura si, y sólo si, F =» M «= 0. 

82Í). Mostrar que las líneas do coordenadas do la super¬ 
ficie x = 3 u — ir* + 3uv*, y = ir* — 3 u 2 v — 3o; z = 
= 3 (»«* — v 2 ) son líneas do curvatura. 

830. Demostrar quo la generatriz rectilínea do tina 
superficie reglada oblicua no puedo sor linea do curvatura. 

831. Hallar la envolvente do la familia do superficies 
normales, trazadas on los puntos de la linca do curvatura. 

832. Demostrar que on la región do los puntos hiper¬ 
bólicos do una superficie las líneas do curvatura on cada 
punto bisecan los ángulos comprendidos entro las líneas 
asintóticas. 

833. Mostrar que a las líneas do curvatura de una su¬ 
perficie 5 en una suporficie paralela a ésta correspon¬ 
den también líneas de curvatura. 

834. Averiguar cu qué condiciones a la red ortogonal 
en la superficie dada corresponderá la red ortogonal on 
una superficie paralela a la indicada. 

835. ¿En qué condiciones el sistema de secciones circu¬ 
lares de un elipsoide es sistema do lincas de curvatura? 

83G. En cualquier superficio existo una única red orto¬ 
gonal conjugada que coincide con las línoas de curvatura 
do 1a superficio. Demuéstrese esto. 

837. Para que la línea de curvatura do cierta superfi¬ 
cie, por lo cual ella corta otra superficie, sea línea 
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de curvatura también de esta íillima, es necesario y sufi¬ 
ciente que estas superficies so intersequen bajo un ángulo 
constante. Demuéstrese esto. 

838. Demostrar que la aplicación esférica de la línea 
de curvatura plana de una superficie es una circunferencia. 

839. Demostrar que con la aplicación esférica de una 
superficie, la línea l en superficie y su imagen V tendrán 
las tangentes paralelas en los puntos correspondientes si, 
y solo si, / es línea de curvatura. 


§ 17. Líneas geodésicas 

Llámase linea geodésica cu superficie a la línea, en 
cada punto do la cual se cumple una de las condiciones: 
a) la curvatura do la línea es igual a coro; 
l») la normal a la superficie es la normal principal do 
la línea. 

Si la red de coordenadas es ortogonal, entonces las 
ecuaciones diferenciales de las representaciones interiores 
de las líneas geodésicas dadas tionon la forma 


»■»-«.* (£)*+ 2 "»« % £+** (*)'-«• 


(0 


considerando que dv =/=0, este sistema puede sor sustituido 
por la ecuación 



. / é v b _ d n (i t (iti ilnü 0 

\ K 2 G ) th> 2 ti 

Serán o no en este caso las líneas v = const goodésicns, 
conviene comprobarlo partiendo del sistema (1). 

Por cada punto de una superficie pasa en la dirección 
dada una sola línea geodésica. 

f Llámase curvatura geodésica do la línea sobre una super¬ 
ficie en el punto dado a la longitud do proyección del vec¬ 
tor de curvatura de la línea kn sobre el plano tangente a la 
superficie on esto punto. 
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Denomínase torsión geodésica, correspondiente a Ja di¬ 
rección dada, a la torsión de la línea geodésica que pasa 
en esta dirección. Si en la superficie las coordenadas curvi¬ 
líneas están escogidas de modo tal que una familia de líneas 
de coordenadas se compone de líneas geodésicas y la segunda, 
de sus trayectorias ortogonales, además una do las coorde¬ 
nadas curvilíneas coincide con la longitud do arcos do las 
líneas de coordenadas de la primora familia, entonces el 
sistemo de coordenadas se llama senúgeodésica. En tal 
sistema de coordenadas la primera forma cuadrática es 

rfs 3 = du* + G (u, v) du 2 . 

840. Dom ostra r que 1« linca gcod/sioa en una super¬ 
ficie so caracteriza completamente por una do las propieda¬ 
des siguientes: 

a) En cada punto do la línea donde su curvatura os dis¬ 
tinto do coro la normal n la superficie os la normal princi¬ 
pal de la línea. 

b) En cada punto do la línea donde su curvatura os 
distinta do coro la normal a la superficie está on el plano 
osculador do la línea. 

el En cada punto do la línea su curvatura geodésica os 
igual a cero. 

d) En cada punto do la línea su curvatura es igual al 
valor absoluto de la curvatura normal. 

c) En cada punto de la línea donde su curvatura os 
distinta de coro su plano rectificante coincido con el plano 
tangente a la superficie. 

841. Demostrar quo toda línea recta on una superficie 
es una línea geodésica. 

842. Dos superficies son tangentes entre sí por la lí¬ 
nea l. Demostrar que si l es línea geodésica on una superfi¬ 
cie, entonces olla debe sor geodésica también en la otra 
superficie. 

843. Mostrar quo la ecuación diferencial de las línoas 
geodésicas do la superficie /• = r (u, v) se puede representar 
en la forma JV dr rPr = 0, donde N os el vector do la nor¬ 
mal de la superficie. 

844. Demostrar que las líneas geodésicas de un plano 
son sólo rectas. 



lio 
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845. DotnosLrnr que lns líneas geodésicas de una supor- 
licic cilindrica son sólo generatrices rectilíneas y hélices 
generalizadas. 

846. Demostrar que los meridianos de una superficie 
de rotación son líneas geodésicas. 

847. Demostrar que la paralela de una superficie de 
rotación será geodésica si, y sólo si, la tangeuto al meridiano 
en sus puntos es paralela al eje de rotación. 

848. Hallar las líneas geodésicas sobro una esfera. 

849. Demostrar que una línea geodésica es asintótica 
si, y sólo si, es recta. 

850. Demostrar que una linca geodésica es línea do 
curvatura si, y sólo si, es plana. 

851. La envolvente de lns planos rectificantes do una 
linea geodésica en una superficie ilesnvrollaido es la super¬ 
ficie dada. Demuéstrese esto. 

852. El vector de Darboux do una linca geodésica en 
una superficie desarrollnblo está orientado por la generatriz 
en el punto dado. Demuéstrese esto. 

853. En la-superficie que envuelve los planos rectifi¬ 
cantes do una linca espacial, esta línea es geodésica. De¬ 
muéstrese esto. 

854. Demostrar que la curvatura geodésica de una linea 
un una superficie puedo sor calculada por la fórmula 

lt g — mrr, 

donde m es el vector unitario de la normal o la superficie. 

855. Demostrar que la curvatura geodésica es igual a la 
curvatura do la proyección de la línea sobre el plano que 
toca la superficie en el punto dado de la línea. 

856—858. Hallar la curvatura geodésica: 

(856) De una circunferencia de radio r que descansa 
sobre una esfera «lo radio R. 

(857) De los hélices u = const que están sobro el heli- 
coide recto x — u eos v, y =* u sen v, z = av. 

(858) Do las líneas u = const y v = const en la super¬ 
ficie x = u eos v, y = u sen »,*=■/ (v). 

859. Mostrar que la curvatura geodésica on los puntos 
do una línea asintótica es igual a su curvatura. 
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860. Demostrar que la torsión geodésica de Ja línea 
sobre «na superficie puede ser calculada por la fórmula: 

y. g — rmni, 

donde m es el vector unitario de la normal a la superficie. 

8GI. Para que una línea en una superficie sea línea de 
curvatura es necesario y suficiente que en cada punto suyo 
la torsión geodésica sea igual a cero. Demuéstrese esto. 

862. Mostrar que la torsión goodésica en los puntos de 
una línea asintótica es igual a la torsión de la línea asin- 
tólicn. 

863—864. Hallar las líneas geodésicas: 

(863) De un lielicoidn recto. 

(364) De una scmlocsfcra. 

8(¡. r >. Mostrar que las lincas geodésicas en una superficie 
do Liouvillc so definen por las ecuaciones 

rlli - f do , /| 

V / («Ó""m " •' /<P(h) — n 

donde a y b son constantes arbitrarias. 

866. Demostrar que en una superficie de rotación a lo 
largo de toda linca geodésica se cumple la relación 

p eos p = c, 

donde p es la distancia comprondida entro ol punto geodé¬ 
sico y ei eje do rotación, ¡i es ol ángulo comprendido entre 
la goodésica y la paralela, c es ol número constante para 
la geodésica dada (teorema de Clalraut). 

¿Es cierto ol teorema recíproco? O sen, ¿so deduce del 
cumplimiento do la relación indicada a lo largo de cierta 
linea en la superficie do rotación la afirmación de que esta 
línea es geodésica? 

867—869. Valiéndose del teorema de Clairant, investi¬ 
gar el comportamiento de las líneas geodésicas do las super¬ 
ficies siguientes: 

(867) Do un elipsoide do rotación. 

(868) Do un hiperboloide tic rotación de una hoja. 

(869) Do un toro. 

870. Si por un punto de una superficie so trazan 
en todas las direcciones posibles las líneas geodésicas y se 
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marcan sobre ellas, a partir ctol ponto Afarcos do longi¬ 
tud igual, entonces los extremos de estos arcos forman la 
rayocloria ortogonal do las geodésicas. Demuéstrese esto. 

§ 18. Método <lc un sistema <lc referencia móvil en la 
teoría de superficies 1 

Llámase forma diferencial lineal (o I-forma) en una 
superficie S n la aplicación <o que a cada punto M 6 5 le 
pone en correspondencia la forma lineal sobre ol espacio 
vectorial T m S; la l-forma w pono en correspondencia 
a cada campo vectorial £ sobro la snperficio la función 
o (|) en superficie, rlolcrminacln por la fórmula 

<o a) (w - coa, a»,)• 

La 1-forma « so dice suave si para cualquier campo vecto¬ 
rial sunvo £ la función <o (£) es snave. 

Denomínase 2-fonna on una supcrficio S a la aplicación 
Q que n cada punto M 6 S lo pone en correspondencia la 
2-formn £2 A f sobro el espacio vectorial T la 2-forma 
Í2 pono en correspondencia a cada par do campos vectoriales 
£, q sobre la snporficie la función Í2 (§, q) on superficie, 
dctorininnda por la fórmula 

S2 <É. q) (M) = J 2 „ (U. Haí)- 

Lo 2-fonna so dice suave si para cualesquiera campos voclo- 
rinlcs q la función Q (5, q) es suave. A continuación 
examinaremos solamente 1-formos y 2-formas suaves. 

Llámase producto exterior de las 1-formas o) y 0 en una 
supcrficio 5 a la 2-formn o> A 0 determinada por la fórmula 
(w A 0 )Ar — ai aí A 0Af> donde el producto exterior <fl*i A °ai 
se considera en ol espacio vectorial T M S. Sean (t/, r) la 
parametrización de una superficie 5 con las coordenadas 
curvilíneas (tt, o) y W — r ( U ). Entonces las diferenciales 
du, dv de las coordenadas curvilíneas so pueden considerar 
como 1-formas on W por la regla 

du M (h) - h¡, dv a, (fc) = hi, 

1 En | 18 so da la numeración continua de las fórmulas quo so 
iiisa laminen en las respuestas. 
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donde h es el vector tangencial de la superficie en el pun¬ 
to M y (V A,) son sus coordenadas en la baso móvil 
(d u r, d v r). Toda 1-forma tu en W so representa unívoca¬ 
mente del modo 

to = o, du + «j dv, 

donde a, = w (d H r), a 2 — to (d„r) son funciones suaves 
óti W. La diforonciní df do lo función / representada sobre W 
os una i-forma en W. Esta función / se puede considerar 
también como función en U por la regla 
/ (u , v) = / (r («, t>)). 

Entonces df so representa nsí: 

df — 0„l (lu + dff du. 

Llámase diferencial exterior tic la 1-torma to dada cu IV 
n la 2-íorrna dta tlolerminatía por la fórmula 
dw = da, f\ du -1- da t A dv — (d„a-, — <?„«,) du f\ dv. 

Denomínase sistema de referencia móvil sobre una super¬ 
ficie orientada W — r (IJ) a la nplicnción t|iio a cada punto M 
do W lo pone en correspondencia el sistema do referencia 
(M, c i (Af), (Af), c 3 (/!/)) donde los vectores e, (Ai), 

c t (flf) pcrtcnocon a T M W y (c, (A/), (Af), c 3 (A/)) es la 

base orlonormalixada en H s concordado con la orientación 
de lo superficie H 7 . Las magnitudes M, r.„ c ? , e 3 so pueden 
considerar como funciones vectoriales en W con los valores 
en H' 1 según la rcgln: la función vectorial flf pono on corres¬ 
pondencia al punto IV do I» superficie su radio vector y a *n 
[unción vectorial e¡, el vector e¡(N) (/ -=» i, 2, 3). Las 
funciones vectoriales M y t?, son suaves, supondremos que 
también e,, e z son suaves. Escribamos las diferenciales do 
estas funciones vectoriales del modo 

dM N ( h) -■= «X (A) e , (N) -|- oiX (A) e, (IV) 4- ov?, (A) e 3 (IV), 
de, N W = o>! w (*) c t (Af) 4- o»J w (A) c 2 (A') 4- <»í * (A) c, (Af), 
dc JW (A) = (A) e, (A 7 ) 4- «| w (A) c a (A r ) -|- <oJ N (ó) c, (Af), 

(A) (A) e, (Af) 4- wjjjy W (^t *1" "’n/v (*>«.<*), ) 

(«) 

donde A (j T* W. Entonces w 4 , «5 (¿, j = 1,2, 3) son las 
1-formas sobro la superficie W. Las ecuaciones (i) se cscri- 
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a a 

dM = 2 ® f C|, dc,= S <•)(«/. (2) 

i-i i-i 

Las ecuaciones (2) so llaman ecuaciones de movimiento 
de un sistema tic referencia móvil. Un sistema de referencia 
móvil ( M, o,, e 2 , e,) se denomina sistema de referencia de 
Carian de la superficie W si en cada punto N de W los 
vectores c, ( N) y c 2 (/V) tiene» las direcciones principales. 
Sea | un campo vectorial suave en la superficie W y 

ls - «i (m c, (N) + a t (N) e 2 (TV); 

entóneos « a son funciones suaves en W. 151 campo vec¬ 
torial £ so puedo también considerar como campo vectorial 
en 11® y escribir en la forma 

E* = E. (/V) i, -f U ( N) i t -|- 6, (/V) /„ 

dondo (/„ # t , r n ) es la baso canónica en It*. Para In curva 
regular suave y (í) on la superficie W dosignemos por E (t) 
el vector Ev«) Entonces 

E (0 ■= Ei (0 i. + 1* <9 Í2 + l 3 (0 íj. 

donde E» Ea. Ej son funciones suaves. El vector 

6'<9- ¿ Eí(0ú 

Í“* 

so llama derivada del campo vectorial % a lo largo de la curva y. 

Soan h ol vector tangencial de la superficie W on el 
punto M y y (t) la curva regular en W que pasa por el pun¬ 
to M cuando í = í 0 , tal que y' (f 0 ) = h. Denomínase 
derivada covariante del campo vectorial E en dirección 
del vector h a la proyección ortogonal sobre el plano tan¬ 
gencial do la superficie on el punto M del vector (í D ) 
de la derivada del campo vectorial E a Jo largo do la cur¬ 
va y- ¿a derivada covariante del campo vectorial E 011 
la dirección h se designa D h | y es vector tangencial a la 
superficie en ol punto M. Si E = a¡c , + <x 2 e 2 , entonces 
tiene lugar la fórmula 

D h l = da, (A) e, -| da, (/») c 2 - a 2 (o’ (h) e, + «,(o| (/*) c 2 . 
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151 cumpo vectorial 4 se llama paralelo a lo largo do la 
curva y si para lodos l 

Oyd) 5 = 0 , 

o sea, lo derivada covariante del campo 5 en la dirección 
do todo vector tangencial de la curva y cs igual a cero., 

871. De la condición de ortonormalidod de un sistema 
do referencia móvil so deduce que la matriz. (o>í) cs antisimé¬ 
trica. Demuéstrese esto. 

872. Puesto que los vectores Cj, e, de un sistema de 
reforoncin móvil son base en el plano tangencial de la su- 
perície, entonces, en las fórmulas (1) y (2) la forma oí 3 ** 0. 
Demuéstrese esto. 

873. Son y (<) le linca do curvatura en la superficie W. 
Si el vector e t del sistema de referencia móvil os tangente 
a la linca y» entonces w* Y ( () («,) = 0. Por analogía, si c z 
es tangente a Yi entonces w' lY <i) (o*) = 0. Demuéstrese 
esto. 

87ó. Mostrar que en todos los puntos de una superficie 
se cumplen las condiciones 


(e/) - ó) 


1 


i, si 
0, si 


» = /, 

i .-jó» / 


(t, /-!, 2). 


875. Si cu cada punto do una superficie W los vectores 
c i It 9 u r, c 3 f f d„r, entonces «o 1 =■ V E du, w* = YG dv< 
donde E, G son los coeficientes do la primera forinn cuadrá¬ 
tica de la superficie. Demuéstrese esto. 

876. Supongamos que las lincas de coordenadas do la 
porametrización (C/, r) do lo superficie W son lineas do 
curvatura y «i ff d u r, c t jf d„r. Demostrar que las 
I-formas (o 1 , mj so definen del modo siguiente: 


(o 1 = YE du, (oZ — YGcIv 
m] = — o»’ = g t V E du + rj t VG dv, 
o>J = — roj = />, Y E du, 
o>í¡= — <o\ = i> 2 V G dv. 


O) 
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877. lít sistema do ecuaciones diferencióles dol tipo 

ajh = ¿ /«*>/. = t> Ki l, i V ~ 1 ■ 2 ’ ■■■• ") 

i -1 j“l 

so llamo completamente integrable si se cumplen las condi¬ 
ciones 

0„ (jS /{/'y) - 0 n (¿. *{/»,). 

Esto sistema so caraclcm.n por Jo existencia de la única 
solución para las condiciones iniciales dadas 

l>i ("o. "o) = l>l 

Si los formas n>*, nij se dan como en (3), entonces los ecua¬ 
ciones de movimiento del sistema do referencia móvil 
son equivalentes al sistema do ecuaciones signientc: 


<>,,M - V7¡e„ 

0„e, = 7i + l’t V K «a. 

««Oí ~7tl / Eci, 

'V ! :i - —/), V /i 


cf.Af ■= KC-c*. 

tf„Ci ~ 7* V' O e*. 
d P e, « — 7 j v" g C| -I- 
+ P* V Ge j, 

—iy°i- 



Mostrar qno los condicionas «le itilogrnliilidnd completo del 
sistemo (ó) tienen lo forma 


o„ V n +</, V se « o, <?„ y g =-- bg. | 

d„ ( 7 ,1/ E) —<?„ (7i V G) = P\Pi V BG, _ f (5) 

o .(/'. VE) + ¡hit YUS- 0. o* U >2 VG) = /»,p,Vse?. 

A veriguar el sentido geométrico de las condiciones iniciales. 

878. Mostrar que si las I-formas «o 1 , o»? satisfacen las 
condiciones ( 3 ), entonces las condiciones do inlcgrabilidod 
completa (5) son equivalentes a las condiciones 
áco 1 = — ra J f\ dto* = to 1 A ®*> 

(l w * = (,»“ A dwj = «oj A ®j> = “• A (,) Í- 
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879. Si las 1-formas w‘, wi satisfacen las condiciones (3), 
entonces Ja primera tomín cuadrática de ln superficie se 
representa «leí modo 

ds* = dAP = E da* G dv\ 

Demuéstrese esto. 

880. Si las 1-formas to 1 , raj satisfacen n las condicio¬ 
nes (3), entonces la segunda forma cuadrática do la super¬ 
ficie se representa del modo 

<p a = —dñí de 3 = p,E da 1 + p,G do 1 . 
Demuéstrese esto. 

881. Mostrar t|im />, y p t en las ecuaciones (3) son curva¬ 
turas principales de In superficie. 

882. Mostrar que una superficie reglada constituida pol¬ 
las tangentes a las lineas de curvatura n en los punios de 
la línea de curvatura o es desarrolladle y su arista de retro¬ 
ceso toca el eje Afe, en los puntos con radio vector Ai — 

— — c,. Análogamente, la superficie de las tangentes a las 

línoas o en los puntos de la linea u es dosnrrollabio y su 
arista de retroceso toca el cjo Afe, en el punto con radio 

voclor AI -|- — e 1 . 

'h 

883. Demostrar la fórmula de. líulcr 

/(„ --- p, eos 2 ip -I- p, son* (p. 

88 d. Mostrar que la ecuación do la indicnlrÍ 7 . do Dnpin 
se puede representar en la forma p,x 2 + p,\j L ■-= ± 1 . 

885. Mostrar que ln curvatura total de una superficie 
depende solamente do los coeficientes do la primera forma 
cuadrática y puede ser expresada por la fórmula 


K tW i 9 - (yr vE ) - a - (■ yt v,i )} 


886 . Demostrar que el cuadrado de torsión de una linea 
asínlótica a una superficie en cada punto suyo es igual a la 
curvatura total de la superficie en este punto tomada con 
el signo contrario (teorema de ncltrami—Enncper). 

887. Mostrar que la curvatura geodésica de las líneas 
do curvatura en el punto AI se expresa por las fórmulas 


'/«• *«ldu=o'‘ — (?*• 
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888 . Demostrar Tin so tiene la fórmula 

dfi>J = — Kta 1 /\ io 2 , 

dolido K os la curvatura total do la superficie. 

889. Demostrar que al trasladar en paralelo los vecto¬ 
res por la superficie las longitudes de los vectores y los 
ángulos comprendidos entro ellos se conservan. 

890. Para que una línea en una superficie sea geodésica 
es necesario y suficiente que su vector tangente unitario 
sea trasladable en paralelo a lo largo de esta línea. Demués¬ 
trese esto. 

891. SI el campo vectorial unitario en la superficie 

/• = eos <p c¡ + sen <p e 3 

so traslada en paralelo cu la superficie n lo largo de cierta 
línea, entonces en los puntos do esta linca, 

— d'f = 7 , V V. du -j- 7 2 VG dv. (9) 

demuéstrese esto. 

892. El ángulo do giro do un vector en la superficie al 
trasladarlo en paralólo por la frontera L «lo la región sim¬ 
plemente conexa 1) on la superficie, es igual a la curvatura, 
integral de osla región, o sen, 

A«f- — f ^ K do. 

" n 

Demuéstrese esto. 

89.'l. La curvatura integral de la región simplemente 
conexa D do la superficie limitada por el contorno suave I. 
y Ja curvatura geodésica integral do esto contorno están 
vinculadas por la relación 

K do ijj> le,, ds -. 2 n. 

' D L 

Demuéstrese esto. 

89é. Sen ü una región simplemente conexa en la superfi¬ 
cie limitada por el polígono curvilíneo L. Entonces 

n 

( { K do + § A- g ds -f ^ a¡ 2n, 

'i» r. «=t 

donde a,, a 2 , .... a„ son los ángulos exteriores del polí¬ 
gono L (teorema de Ganss— Bonnct). Demuéstrese esto- 
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895. Si la región D on una superficie está limitada por 
el triángulo geodésico AJ1C (kjAI), <u/)C, kjCA son geodé¬ 
sicos) y sus ángulos interiores son iguales, respectivamente, 
a a, p, y, entonces 

<* + P + Y = " + j J K da. 

n 

Demuéstrese esto. 

896. Sobre superficies «implemento conoxas, en todos 
los puntos do las cusios la curvatura total no es positiva, 
no existe una línea geodésica cerrada. Demuéstrese esto, 


§ 19. Problemas diversos 

897. Todos los puntos do In snperficio 


2x* 4- .V 4- éz 5 — 2xy — óx + 18.V — Wz =* 0 

so proyectan ortogonaimento sobro los planos de las coorde¬ 
nadas. Hallar lns imágenes de las proyecciones. 

898. Si una snperficio toen un plano a lo inrgo de cierta 
línea, onlonccs cada punto de esta línea es un punto para¬ 
bólico de la superficie. Demuéstrese oslo. 

899. Mostrar que si las normales a unn snperficio n lo 
largo de unn línea l son paralelas, entonces todos los puntos 
do la línea i son puntos parabólicos do la superficie. 

900. Si con la aplicación esférica do la superficie .5 
cada línea asinlótica do una familia so representa por una 
circunferencia grande, entonces S es una superficie reglada 
oblicua. Doranéstreso esto. 

901. Demostrar que un plano y un catenoide son las 
únicas superficies do rotación mínimos. 

902. Demostrar que entro las superficies regladas el 
liclicoidc recto es la única superficie mínima (distinta do! 
plano). 

903. Hallar todas las superficies mínimas que pueden 
ser definidas por la ecuación z = f (y/x). 

904. Sea r = r (u, v) la ecuación de la superficie S 
y sea r* = r -f am la ecuación de la superficie S* paralela 
a la primera. Expresar la curvatura total y media do la 
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superficie S* por la curvatura total y media de la super¬ 
ficie S. 

90í>. So da una superficie cuya curvatura // media cons¬ 
tante es distinta de cero. En todas sus normales están traza¬ 
dos los segmentos de ±1/2//. Demostrar que la curvatura 
total de la superficie paralela construida do este modo es 
consta n te. 

900. Demostrar que para la curvatura media de una 
superficie S existo la fórmula 


II- 


líin 

rt -*0 


¿O (lO* 

2rl r/o 


donde </<r y iltr* son los elementos correspondientes del 
área de las superficies paralelas S y S*. 

907. Demostrar que el áren de todo trozo de una super¬ 
ficie mínima no puedo ser menor que el área del trozo corres¬ 
pondiente de la superficie paralela. 

908. Demostrar que el límite do la relación entro el 
área do la imagen esférica do una superficie S y ol área de 
la región respectiva do la superficie S os igual en valor 
y signo a la curvatura total de la superficie. 

909. Demostrar que si tino do los radios principales do 
la curvatura do una superficie es constante, entonces la 
superficie es envolvente de una familia do esferas que tienen 
radio constante y cuyos centros están en cierta línea. 

910. Dado un sistema do rectas 


x = íz + p, U‘=pz + —, 

donde t y p son parámetros variables. ¿Para que dependen¬ 
cia entre p y t estas rectas engendran una superficie desn- 
rrollnhlo? Hallar la figura formada por las aristas do retro¬ 
ceso de tales superficies. Hallar las lincas do intersección 
do estas superficies con ol plano xOy. 

911. Un cilindro de sección circular está cortado por 
un plano no paralelo a su eje. ¿Que tipo de línea será la 
intersección al aplicar ol cilindro al plano? 

912. Se dan una esfera y una recta d. Hallar las trayec¬ 
torias ortogonales de las secciones formadas sobre la esfera 
por los planos que pasan por la recta d. 
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913. Si las fuerzas externas no actúan sobre un punto 
material forzado a moverse por cierto superficie, entonces 
esto punto se moverá por una geodésica. Demuéstrese esto. 

914. Llámase podaría de una superficie con respecto 
n un punto dado, a la figura constituida por los bases do las 
perpendiculares trazadas desde este punto a'' los planos 
tangentes o la superficio. Hallar la podaría do la superficie 
F (x, y, z) = 0 con respecto al origen de las coordenadas. 

915—917. Hallar las podarías do las superficies siguien¬ 
tes con respecto al orígon do las coordenados: 

(Olí)) — e ~ + e' -ir = l, e, e'=±i. 

(.HO) 4 + ^-2*. 

(917) xy = nz. 

918. Demostrar que sólo superficies (Iosarrollaidos son 
superponibles a un plano. 

919. ¿Qué se puedo decir de uno superficio en la cual 
la primera forma cuadrática os 

dx 9 =- Ii (u) du * -1- G (v) do*? 

920. ¿En qué superficies los coeficientes do Ja primera 
forma cuadrática puoden ser transformados en constantes? 

921. Demostrar que al superponer superficies las líneas 
geodésicas quedan como tales. 

922. Si en una superficie existen dos familias de líneas 
geodésicas tales que las lincas geodésicas do nua familia 
cortan bajo un ángulo constante las líneas geodésicas do la 
otra familia, entonces la superficie es dcsarrollablc. Inver¬ 
samente, en toda superficie desarrollablo existen familias 
do líneas geodésicas que poseen Ja propiedad indicada. 
Demuéstrese esto. 

923. Demostrar que los planos osciladores do una línea 
geodésica sobro un cono están a igual distancia del vértice 
del cono, inversamente, las lincas sobro el cono que poseen 
la propiedad señalada, son geodésicas. 
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924. Demostrar quo dos superficies de igual curvatura 
total constante son snpcrponihlcs una a la otra. 

925. Demostrar que lodn superficie de curvatura total 
conslanto positiva es superponíalo a la esfera. 

926. Demostrar quo toda superficie de curvatura total 
constanlo negativa es superponíale a la soudoesfora. 

927. Demostrar quo al superponer un helicoido al cate¬ 
noide las líneas de curvatura de una superficie pasan a las 
lincas asintóticas de la otra y vicovorsa. 



CAPÍTULO 5 


Propiedades afines de lineas 
y de superficies 


Estudiamos las lincas y las superficies en el espacio 
ouclídeo R 3 qtie se distingue del espacio afín por la exis¬ 
tencia do la métrica en el mismo. Todas las propiedades do 
las lincas y superficies examinadas anteriormente son inva¬ 
riantes con raspéelo a los movimientos en R 3 y se llaman 
propiedades métricas. Sin embargo, muchas do estas propieda¬ 
des son invariantes también con respecto a transformaciones 
más goncrales dol espacio Tt 3 y precisamente con respecto 
a transformaciones afines y so denominan propiedades 
aliñes. Toiln transformación afín quo traslada el punto 
M ( x , ?/, z) ni punto ñf (x' , y', z') so representa del modo 

x' = a u x -f- a, 7 y -(- a l3 z d- o,, 
tí = «ii* + a 7z y -\- a t3 z d- n s , 
z = a 3 ,x -|- a 3t y -¡- a 33 z -|- 

donde la matriz ( a,¡ ) os regular. Pero si Ja matriz (a,j) 
es ortogonal, entonces osla transformación es un moutmlenlo. 

928. Sea Jf una transformación afín del espacio R 3 
y sea r — r (t) una curva en IR 3 . Entonces la composición 
.4” r (t) os curva on R 3 . Demuéstrese esto. 

929. Demostrar que una transformación afín hace pasar 
una línea a otra, o sea, el concepto de línea os afín. 

930. Demostrar quo una transformación afín hace pasar 
una superficie a otra, o sea, el concepto de superficie es 
afín. 

931. Si (£/, r) es parnmctrización de la superficie S 
y .4 as una transformación afín, entonces {Í7, .4 ° r) es la 
paramolrización de la superficie ,4- ( S ). Demuéstrese esto. 

932. Mostrar quo oí concepto de tangente a una línea 
es afín. 
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933. Mostrar que c) concepto de plano tangente a una 
superficie es afín, o sea, un plano tangente a una superficie 
pasa con una transformación afín a un plano tangente a la 
superficie transformada. 

934. Si una familia mono paramó trica ele líneas sobre 
un plano o de superficies en un espacio tiene envolvente, 
entonces la familia que so obtiene como resultado de una 
transformación afín también lionc una envolvente que es 
la imagen do la envolvente do la familia inicial. Demuéstre¬ 
se esto. 

Mostrar que el concepto de superficie reglada es 

afín. 

ÍK3(i. Demostrar qno'una superficie desarrolla ble con la 
transformación afin pasa a otra superficie dnsarrollable, 
con ello la arista de retroceso do la superficie inicial pasa 
a la arista de retroceso de la superficie transformada, 

937. Demostrar que una superficie reglada oblicua con 
la transformación afín pasa a la otra superficie reglada 
oblicua. 

938. Mostrar que el concepto de plano osculador de una 
línea es afín. 

939—957. Averiguar cuáles entro los conceptos Indica¬ 
dos son afines y cuáles son métricos: 

(939) Línea pinna. 

(940) Curvatura do una línea. 

(941) Hvoluta do una línea plana. 

(942) Torsión de una línea. 

(943) Normal do una línea. 

(944) 13 i normal de una línea. 

(945) Piano normal de una linea. 

(946) Plano roclifícaiilo do una línea. 

(947) Direcciones conjugadas y asintóticas en un punto 
dado de una superficie. 

(948) Líneas asintóticas en una superficie. 

(949) Líneas de curvatura en una superficie. 

(950) Lincas geodésicas en una superficie. 

(951) Curvatura total de una superficie. 

(952) Curvatura media de una superficie. 

(953) Superficie de curvatura total nula. 

(954) Superficie de curvatura media nula (superficie 
mínima). 
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(955) Puntos elípticos, hiperbólicos y parabólicos de 
una superficie. 

(950) Puntos ilc redondeo de una superficie. 

(957) Puntos de aplanamiento do una superficie. 

958. Ilnllnr lo envolvente de una familia do rectas que 
unen los entremos de los pares do diámetros conjugados de 
una elipse. 

959. Hallar la ecuación de la envolvente de una familia 
do rectas quo pasan por ios pares do talos puntos de la elipse 



que junto con el centro do la elipse determinan sectores 
elípticos do un área constante S. 

900. Hallar la ecuación de la envolvente de una familia 
de rectas que separan do dos roelas intersecadas bajo el 
ángulo 2a triángulos do área constante S. 

901. Hallar la envolvente de una familia do rectas que 
cortan do la parábola dada y — nx 2 segmentos de áren 
constante S. 

902. Demostrar que la figura engendrada por las tangen¬ 
tes n las lineas asintóticns do una superficie rcglnda oblicua 
a lo largo de tina generatriz do superficie es un hiperboloide 
de lina hoja o un paraboloide hiperbólico. 



GAÍ’ITUt.O 6 

l£l ente nio.s t/e t a teoi'ia, tt.nl. cuín fio 


¡5 20. Campo escalar 

El campo escalar se determina por la (unción escalar 
1 1 = u (/’) = u (i. y, s) = u (/ ), 
donde P (x, !/, z) es un punto del espacio y 
/• = xi -|- !// -|- zU 

su radio vector. 

151 campo u = u (P) se llama plano si existo tal sistema 
de coordenadas (pie ln función u no dependo do z, o son 

i* = o (x, ?/)- 

Tal campo admite vnloros iguales sobro cada recta paralela 
al eje Oz , por oso so suelo examinar sólo en el plano xOij. 
Las superficies 

« (*. U, *) = c, 

donde C = consl so denominan superficie!; de nivel del 
campo escalar. 

15n caso do un campo plano las suporficios de nivel 
u {x . y) =» C (1) 

son superficies cilindricas con las generatrices paralelas 
al eje Oz. 

Si el campo plano se examina solamente en el plano 
xOy, entonces 1a ecuación (i) define la colección do sos 
líneas de nivel. Si la función 

u (r) = it (*, y, z) 

que determina un campo escalar os diferenciablo continua¬ 
mente, entonces, se llamn gradiente de este campo al campo 
vectorial 


da . , On , , 9u 
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El gradiente del campo n en un punto dado P ( x , y, z) 
está orientado por la normal a la superficie do nivel 
u (x, y, i) = C 

que pasa por el punto P. Pora cada punto este vector ofrece 
la velocidad máxima de variación do la función u en cuanto 
al valor 


,-■,-/(£)*+(*)*< (®‘ 
y la dirección. El gradiente del enmpo escalar se designa 
también con el símbolo Vu, donde el signo V se lee: «nabía». 
Ahora bien, 


„ l? u , , Ou . , t)U . 

Vil r, — I - - — j f — Ar. 
rJ.r ihj rh 

V se puede considerar como un operador diferencial (opera¬ 
dor de. JlarniUon ): 

el cual, siendo aplicado al cscalnr u, da el grntl «. Este ope¬ 
rador es cómodo considerarlo como voctor simbólico y apli¬ 
carlo las reglas ordinarias del álgebra vectorial. Por ejemplo, 

''• V =4 + ^+ 4 - 


La derivada del campo escalar u (/’) por la dirección I 
definida por el vector 

« = «,« + a v j -|- a,k 
so calcula con ayuda do la fórmula 

*T= *7 cesad- — eosP + - 37 eos y, 

donde 


cosa-^r, cosp»^-, eos 
l«l = V ai + a¿-l-aí. 

La derivada dircccional está relacionada con el gradiente 

del campo vectorial por la fórmula 

Ou , 

—-■= o,» Erad rt, 

donde n„ es el vector unitario de la dirección dada. 
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101 pimío on >|iio la derivada del enmpo escullir en toda 
dirección os igual n coro se llama imilla estacionario «lo 
osle campo. 

963—907. Hallar las líneas (le nivel de los campos planos 
((pío se examinan solamente en el plano xO;/): 

(903) u =■ x 2 -| i/ 3 . (ÍH.4) u --- x 2 — y 2 . 

(!Kir«) u - !,lx 2 . (000) u - 2x! (x 2 -!• ¡ñ- 

(937) u = (2x — y -|- i )lx 2 . 

9(18—71. Hallar las superficies de nivel <lo los campos 
escalares siguientes: 

(9(1,3) u- .r-|-'/ l-s- 
(9(19) u c- J/ÍM-j/M-s*. 

(970) ii x 2 -|- j/~ - *=• 

(971) ii - Vx- 4- -/•■ -I- (z 4- H) z V x 2 \ y 2 - 1- (z - 8) 2 - 

972. J-lnllar la derivada del campo escalar 

u = x 2 — 2x 2 y + xy 2 + 1 

en el punto /U (1, 2) en la dirección del vector que uno este 
punto con el punto (Y (ó, C). 

973. Hallar la derivada del campo escalar 

a xy 2 -I- z 2 — xijz 

en el punto £1/(1, 1.2) en la dirección que forma con los 
ejes de coordenadas los ángulos a — 00°, P — , Y — l,() ■ 

974—975. Hallar los puntos estacionarios de los campos 
escalares siguientes: 

(974) u = x 3 + y 3 — 3xy. 

(975) u = 2ij* + z 2 — xy — yz + 2i. 

970—979. Hallar los gradientes de los campos escalares 
siguien les: 

(976) u « z* -I- 2i/ 1 + 3z* - zz H- yz - *1 /■ 

(977) ii = x 2 + if + z 3 — 3axyz. 

(978) n = xyzc r * v *'. 
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(970) u = arctg 


x+y+i—iy* 
t—xy — yi — zx ‘ 


980. Hallar el gradiente del campo escalar it = x* •+• 
+ y* — 3 xy en el punto M (2, 1). 

981. Hallar el valor y la dirección del gradiente del 
campo escalar u => x* + y* 4- z 4 en el punto M (2, —2, 1), 

982. Hallar el valor y la dirección del gradiente del 
campo escalar u = x 4 + 2y 4 + 3z 4 4- xy + 3x — 2y — 6z 
en los puntos O (0, 0, 0), A (2, 0, i). ¿En qué punto el gra¬ 
diente es igual a cero? 

983—984. Hallar el ángulo comprendido entre los 
gradientes de los campos escalaros indicados on los puntos 
dados: 


(983) u = ln (y/x), A (1/2, 1/4), ü (1, 1). 


(984) + /l(i. 2. 2). B(- 3, 1. 9). 


985. Hallar el ángulo comprendido entro los gradientes 
do los campos u = x* + y* — **, v = aresen ^ en el 
punto A/ ( 1 , 1 , j/7). 

98G. Determinar el carácter de crecimiento dol campo 
escalar u = 5x 4 yz — 7xy*z •f- 5xyz 4 en la dirección del 
vector <z = 8 í — 4/ + 8/í od el punto M (1, 1, 1); hallar la 
velocidad do variación del campo dado. 

987. Hallar los puntos en que el gradiente do la 
función u = ln(y+-j) es igual a — 

988. Hallar la derivada del campo u = -f + — 

en el punto M(x, y, z) en ln dirección de su radio 
vector r. ¿En qué caso esta derivada es igual al valor 
del gradiente? 

989. Hallar ln derivada del campo escalar u = u (x, y, ;) 
on la dirección del gradiente del campo v — v (x, y, 2 ). 
¿En qué caso ella será igual a coro? 

990—996. Demostrar la certeza de las fórmulas siguien¬ 
tes: 

(990) grad c = 0, c = const. 


0 - 01 ( 3 !. 
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(091) grad (n -h v) = grnd u + grad v. 

(992) grad (mi) = v grad u + u grad v. 

(993) grad (cu) — c grad u, c — const. 

(094) grad . 

(995) grad / (u) = /' (it) grad u. 

(996) grad u n = nii" -1 grad u. 

997—1004. Hallar ol gradiente del campo escalar que 
depende de r = | r |, en cada uno do los casos siguientes: 

(997) grnd r. 

(998) grnd / (»•). 

(999) grnd »•", n os un número natural. 

(1000) grnd (1/r). 

(1001) grnd In r. 

(1002) grad (c-r), c = const. 

(1003) grnd ((nr)/(br)), a, b = const. 

(1004) grnil (c X »•)*, c = const. 

1005—1007. Demostrar la corteza do las fórmulas siguíno¬ 
tes: 

(1005) grnd/(u, v, k»)«=* 

= W B rncl “ ■+ ■£ * rod ” + ■& * rad w ‘ 

(1000) (r- V ) r n - iir". (1007) (v V ) r = v. 

1008. 11ollar la fórmula para calcular ol gradiente del 
campo escalar / (»*, v, w) definido por una función de tres 
coordenadas ortogonales curvilíneas. 

1009. Hallar in fórmula para calcular el gradiente del 
campo escalar en las coordenadas cilindricas. 

1010—1014. Hallar los gradientes de los campos escalares 
siguientes en ias coordenados cilindricas: 

(1010) ií = z + rip. (1011) u = znp. 

(1012) u = z sen q> + r. (1013) u — z eos ip + r 2 . 
(1014) u — z sen 2 <p -4- r*. 
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1015. Hallar la fórmula para calcular el gradiente del 
campo escalar en las coordenadas esféricas. 

1016—1020. Hallar los gradientes de los campos escala¬ 
res siguientes en las coordenadas esféricas: 

(1016) u = prp. (1017) u = pG. 

(1018) u = p0gi. (1019) u = cp sen 0 ■+■ p. 

(1020) u = 0 eos <p -f p. 

§ 21. Campo vectorial 


El campo vectorial se determino por lo función vectorial 
del punto a = a (P) = a (r) = a x (x, y, z) i + a f ( x, y, z) j + 
4- a (x, y, z) k, donde P (x, y, z) es un punto del espacio, y 
r = xi + yj -h ik 

es su radio vector. 

Llámase linca vectorial de un campo a la quo tiene on 
cada punto una tangente con la dirección dol vector a ( P). 

Las líneas vectoriales (lincas de fuerza, lineas de corriente) 
de un campo vectorial se determinan por el sistema do ecua¬ 
ciones diferenciales 

dx dy di 

°x n y a x 

Denomínase divergencia del campo vectorial 
a (P) = a,£ + a„j + a,lc 
a la función escalar 


diva = 


da. 


+ 




da. 


9x dy 
Llámase rotación (rotor) dol 
campo vectorial 

. _ / da, dn V \ ■ , t da. 

o bien en la forma simbólica 

i j 
I * 

V X o = 


dz 


Va. 


campo vectorial a (l’) al 


d 

dx 


0 

d'J 


dx 
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Cap. 6. Ulemcnlos de la teoría del campo 


Denomínase flujo del campo vectorial a ( P) a través de 
una superficie S en la dirección determinada por el vector 
unitario do la normal 


n (eos a, eos p, eos y) 

con respecto n la superficie S, a la integral 
n = | ^ a-n da*= ^ j a «da = 


= j j («i eos CL + a„ eos P + a, eos y) do, 
8 

dondo a„ es ni valor de la proyección del vector a sobro 
ol sontido del vector n. 

Sen ,í> una stipcrficto cerrada que acota una región V 
y sea « el vector unitario do la normal exterior a ella, en¬ 
tonces es válida la fórmula de Oelrogradski 

JJJ (*+$.+*)*'- 

=y<« * eos a + a„ eos p + a, eos y) do, 

o, en forma vectorial, 

j j j div a dio = j j a„ do. 


La integral lineal del vector a por la linea L se defino por 
la fórmula 

| a dr= | a,ds= j a x dx +a v dy+a,di, 

donde a, es la proyección del vector a sobre la tangente a L. 
La integral lineal expresa el trabajo del campo vectorial a 
a lo largo de la línea L. Si la línea L es cerrada, entonces 
la integral lineal so llama circulación del campo vectorial a 
o lo largo del contorno L. 

Si la línea cerrada L es ol contorno de una superficie 
orientada S, entoncos es válida la fórmula de Stokcs 



«•rotado. 
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donde n es el campo vectorial unitario de las normales a la 
superficie que determina la orientación de S, y la orienta¬ 
ción do L concuerda con la de S. 

El campo vectorial a (»-) se dice potencial si 

a = grad u, 

donde u = u (r) es la función escalar (potencial del campo 
vectorial a). 

Para el campo vectorial potencial a definido en una 
región simplemente conexa es necesario y suficiente que 

rol a = 0. 

En este caso el potencial u se determina por la ocuación 
du — a x dx -f- a„ dy + aydz. 

Si el potencial u so determina unívocamente, entonces 


i. 


a-dr = u (R) — u(A); 


en particular, la circulación del campo vectorial a a lo 
largo de cualquier contorno cerrado es igual a cero. 

El campo vectorial a (r) so llama solenoidal si en cada 
punto suyo 

div a = 0; 

en este caso el flujo del vector a través do una superficie 
cerrada cualquiera es igual a cero. 

Si el campo os a la vez potencial y solenoidal, entóneos 

div (grad u) — 0 


y la función potencial u es armónica , o sea, satisface la 
ecuación de Laplace 


. d'u B*u _« 

Bx' + By » 


o bien 


donde 


&u — 0, 


/s =v ^JL+JL + JL 

v Ar> ^ dy » ^ di' 


es el operador de Laplace. 
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1021 — 1025. Hallar las líneas vccloriales do los campos 
vectoriales siguientes: 

(1021) a = —ciji 4- ce/, c = coust. 

(1022) a = xi + !/] + 2z/c. 

(1023) n = z’i + !/V ■+■ z’Ar. 

(1024) u = y* + x/'. 

(1025) a = xi -I- y/' + z/c. 

1026—1027. Hallar la divergencia do los campos vectoria¬ 
les siguientes: 

(102(5) r = xyii -1- (2x + 3y t) / 4- (*’ + *’) 

(1027) /• = (G*V — z 1 -(- ijz — 5) i 4- (djr'y + xz + 2 )./ -|~ 
-I (xy—!5 m 2 —3) fr. 

1028—1032. Demostrar la validez de las fórmulas si¬ 
guientes: 

(1028) Uiv c = 0, c = const. 

(1029) div (<* + &) = div a 4- div b. 

(1030) div ( ca) = r. rliv n, c ~= const. 

(1031) div (un) ~ ii div a + n-grad u. 

(1032) div (uc) = c-grad u, c = const. 

1033—1040. Hallar la divergencia del campo vectorial 
en los casos siguientes: 

(1033) div r. (1034) div (/ (r) r). 

(1035) div (r/r). (1036) div (r"r). 

(1037) div (grad / (r)). (1038) div (grad u). 

(1030) div (u grad u). (1040) div (u grad v). 

1041 — 1046. Suponiendo que c y c, son vectores constan¬ 
tes, hallar la divergencia del campo vectorial en los casos 
siguientes: 

(1041) div (re). 

(1043) div (/ (r) c). 

(1045) div (r e,) c 


(1042) div (r’c). 
(1044) div (r X c). 
(1046) div (r-c) r. 
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1047—1048. Suponiendo que e es un vector unitario 
constante, calcular: 

(1047) div (e-r) c. (1048) div (c X (r X c)). 

1049. Hallar 

div * + 

xyt 

1050—1051. Hallar las funciones / (r) que satisfacoit las 
ecuaciones siguientes: 

(1050) div (grad / (r)) = 0. 

(1051) 2r div (grad / (r)) = div (r/r). 

1052. Hallar la fórmula para la divergencia del vector a 
en coordenadas curvilíneas ortogonales u, o, w, si sus 
coordenadas cartesianas rectangulares x, //, * se expresan 
por las fórmulas 

* = 1 («. '")> = ü (m, V, w), z =■ h (u, v, w). 

1053. Hallar la expresión para div a en coordenadas 
cilindricas. 

1054. Hollar la expresión para div o en coordenadas 
esféricas. 

1055—1056. Hallar la rotación de los campos vectoriales 
siguientes: 

(1055) a = ifzi + z*xj + x'yk. 

(1056) rr = xyzi + (2x + 3 y — z) j + (x’ + z‘) k. 

1057—1059. Demostrar la validez de las fórmulas si¬ 
guientes: 

(1057) rol (a + 6) = rot a + rol b. 

(1058) rot (,ua) = u rot a + grad u. x ti. 

(1059) div (« X b) = ó-rot a — a-rot b. 

1060—1067. Suponiendo que c y c, son vectores cons¬ 
tantes, hollar la rotación del campo vectorial on los casos 
siguientes: 

(1060) rote. (1061) rotr. 

(1062) rot (r X c). (1063) rol ((rc)r) 




no 
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(1004) rol ((/’-c,) c). (1065) rol ((c X r) x c,). 

(10G6) rol (/ (r) r). (1067) rol (/ (r) c). 

10C8—1071. Demostrar la validez de las fórmulas si- 
guionlos: 

(1008) rol (grad u) = o. 

(1069) div (rot a) — 0. 

(1070) div (grad it) = Au. 

(1071) rot rol a = grnd div a — A a, 
donde 

A a — A a x i 4- A a„j + A aje. 

1072. Valiéndose de In fórnuiln do OstrogradsUi, doinos- 
tror que el flujo dol campo vcclorial a = r a través do la 
superficie cerrada que acola un volumen arbitrario V, os 
igunl a 3 V. 

1073. Calcular ol flujo dol campo vectorial a = xy*i + 
4 - **»//' 4 - ** a través do la superficie cerrada engendrada 
por los planos de coordenadas i= 0 . ¡/ = 0 ,! = 0 y por la 
parle de la superficie dol paraboloide 4 — a — j? 4 !/*i 
que está en el primer octonlc. 

1074. Calcular ol flujo del campo vectorial a = + 

4- U 3 j -|- z*/r, a través de la superficie do la esfera x" 4 »/* 4 

4 s* = II* 

1075. Calcular el flujo del campo de intensidad 



de la carga puntual q, a través de una esfera de radio a 
con cenlro en el punto de la carga. 

1076. Calcular el flujo del campo de intensidad 



de la carga puntual q, a través do una superficie cerrado S 
que no contenga eu su interior la carga q. 

1077. Calcular el flujo del campo vectorial a = xyi 4- 
4- 0/ 4- í) / + (i + 2z) k, a través do la parto del plano 
2 x 4 y + a = 2 que está en el primor ociante. 



§21. Campo vectorial 


137 


1078. Calcular el flujo del vector a = x 3 i + y 3 j + 
+ z 3 fr: 

a) a través de la superficie lateral del cono 


r* + y* _ »» 

»» m 


<0<z<//); 


b) a través de la superficie total del cono indicado. 

1079. Si S es una superficie cerrada que acoto un volumen 
V y si a y b son vectores constantes, entonces 

j j (a ■ r) b„ da = (a-b)V. 


Domncstroso oslo. 

I0H0. Calcular la integral lineal del vector a = r— 
— y 3 j a lo largo del primer cuarto de la circunferencia 
r = H eos ti + jR sen tj. 

1081. Calcular la integral lineal del vector r a lo largo 
de una espira do la hélice x = a eos q>, y = a sen ip, z = 
= f;<p, desde <p = 0 a <p = 2n. 

1082. Calcular la circulación del campo vectorial a = 
= i/i — xj a lo largo do la línea cerrada L engendrada por 
los ojos de coordenadas y por el primer cuarto do la astroido 
r = R eos* ti 4- II sen 3 tj. 

1083. Calcular la circulación del campo voclorial a = 
» y*i por la línea cerrada constituida por la mitad derecha 
do la elipse r — b eos ti + c sen tj y por ol segmento dol 
eje Oy. 

1084. Calcular la circulación del campo vectorial a = yi 
por el contorno do la circunferencia r — b eos ti + (b -f- 
4- b sen í) j. 

1085. Calcular la circulación del campo vectorial a =* 
= — yi -f xj + donde c = const: 

n) a lo largo de la circunferencia ** + ¡f* = 1» z = 0; 

b) a lo largo de la circunferencia (x — 2)* + j/ 1 =* 1, 
z = 0. 

1080. Con ayuda de la fórmula do Stokcs calcular la 
circulación del campo vectorial a = xV¿ + j 4- 2 ' c a 1» 
largo de la circunferencia x 2 4- y 2 = 2 — 0, tomando 

en calidad do superfi cie acotada po r la circunferencia dada 
la sem ¡esfera z = ^ lf 1 — x 3 — y*. 


13» 


Cnp. (i. Rítmenlos rfe la teoría del campo 


1087—1089. Calcular, tiene, o no el campo vectorial 
dado el potencial u y hallar u-, si existe: 

(1087) o = (5i*r/ — Axy) i + (3z* — 2//) j. 

(1088) a = (y + z) i + {x + z) /' + (x 4- y) k. 

(1089) a = j/z (2i + y + z) i + xz (x + 2y + z) j + 

+ xy (x + U + 2z) /c. 

1090. ¿Será solcnoidal el campo vectorial a = r (c X »•), 
donde c os un vector constante? 

1091. Demostrar que el campo vectorial a = / (r)* 4 será 
solenoidal solamente para f (r) = Mr 3 , donde k = const. 
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8. Sí. Lo contrario os falso. Efectivamente, la función veclorial 
definida en un semipleno abierto por la fórmula 


r (x, V )“ 


/«■‘ + V* ’ 




. y \ 

_»_ \ 

i / í r T7* ; 


si *> 0 , ¡/ >0, 


si a- < 0, ¡/ > 0 , 


es discontinua oii los puntos del somieje Oy, aunque | r (*, y) | = 1, 
o sea, la función | r ( x , y) | es continua. 

21. 2r r'. 22. 2r'.r*. 23. r'xr*. 

24. r'r'rf*). 25. (»•' x r")x x /•*) x »•<*>. 

ZC. (r.r'): |/f*. 



27. Designemos r, = /-'|d/, r,-*=F t M (fig.4). Entonces 

= 0’,7',-i-rj. Diferenciando esta igualdad, obtenemos 

di-, = dr,. (•) 

Por definición de elipse r¡ -f- r, = 2a. Diferenciamos: dr, + dr, — 0. 
Entonces 

r¡ dr, H-rf-dr, = 0, 


(•*) 
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tw 

donde 



Do las igualdades (•) y (**) se deduco 

(rf + r»).<fr,=0. (**«) 

El vector r{ + r% vn por la bisectria del ángulo comprendido entro las 

roelas /\AÍ y F$f. Pero en virtud de (•••) el vector dr¡ es perpendi¬ 
cular ni vectorrj -f- r| y, por lo tanto, va por la ¡segunda bisectriz dol 
ángulo indicado. 

28 . 1 . 

29. No, no se deduce. Si r (l 0 ) = 0 para cierto l — í 0 , entoncos 

¡o derivada »•' (/„) no existo. ... 

30. a) Nn, como muestra el ejemplo de la función vectorial 

r (0 «o (coa t, sen /): h) si. . 

33. I.n necesidad es evidente. Dcinoslroinos la suficiencia. boa 

r' (t)- <f(l)r(t). (•) 

Hacemos 

r (l) = * (í) o (l), (*•) 

donde 1 a (I) | => i. Diferenciando la igualdad (♦•) y valiéndose do 
(»), obtenemos 

ij>'e 4- \pe' = qn|>e. 

Multiplicando esta igualdad escalamiento por e\ encontramos spe'* = 
= 0. Como i)) 0, entonces (e')’ = 0 y e «= const. 

34. Designomos con a el vector unitario ortogonal a tres vectores 
copla nares »•', »•", r". Entonces a-r' —- 0, a-r' = 0, ar" *= 0, de 
dolido a’ r' 4- o ■r" = 0. o bien a" -r' = 0. y o' -r" + a-r" = 0, o 
bien o.' r" = 0. En consecuencia, a' X r ' y <*' J. r ‘> ° sea, a || a y, por 
consiguiente, o = const. Ahora de la relación o-r' = 0 hallamos 
(n .ry = 0, es decir, ar = const; por lo tanto, la curva se oncucnlra 
en el plano (perpendicular al vector a). 

OBSERVACION. La función vectorial o tiene derivada, ya que a = 
= (r' X r')/l r’Xr’l y según el enunciado la función vectorial r 
tiene derivadas de hasta torcer ordeu Inclusive. 

35. Do acuerdo con el problema 33 r' (I) = <p (t) o, a = const. 
De aquí 

r (í)= j ip (Odio+ 6. (*) 

Si I se cambia sobro el segmento [lj, l 9 |, entonces la ecuación (») define 
el segmento do la recta. 

3G. Tomemos como origen dol sistema de coordenadas un punto 
¿<iii radio vector r„, y los vectores r, y r, los consideramos vectores 
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básicos <lo los ejes Oí y Oy (hablando en general, el sistoma de coorde¬ 
nadas no es rectangular). Entonces las ecuaciones paramctricas do la 
curva serán x — t, y = t 1 . Por consiguiente, y = x 1 . Es la ecuación He 
una parábola. En el caso do colincalidad do los vectoresr, y r a obten¬ 
dremos lina semirrecta o recta. 

37. Segmento do una recln. 

38. Un liar si r, 0 y una recia si r, = 0. 

39. Si la trayectoria r = r (C) do un punto material de masa m 
so describo bajo la acción do una (tierra central F, entonces F = mr” = 
= ar, ilondo n = a (t) es cierta (unción escalar. Queda por demostrarso 
que si la r (0 de cierto punto móvil satls(aco la condición 

mr' = ar, (*) 

entonces la trayectoria do movimiento es plana. 

Derivando la igualdad (•) con rospeclo a /: 

mr" = a'r 4- ar' ™m —— r'-\-ar', 

O 


o sea, en cada momento lindo los vectores r\ r', r” son coplanarcs. Si 
los vectoresr' y »•' no son colinenies, entonces la trayectoria será plana 
en virtud del nrobloma 3ó. Pero, si r' y r' son c.olineales, ontonccs en 
vista del proliícino 33, la trayectoria será rectiiineR. 

áO. La demostración se deduco del hecho de que para la función 
y = i® la función inversa no es suave. 

45. Sea (/,»• = »• (())■ donde / = lo, P) es la parametriración de la 
curva y- Entonces la parametriración (/, p ■= p (t)), donde / = 
= i—p, —a), p (i) ™ r (—i), cs equivalente a (/, r). Las parametri- 
rnclones (/, r) y </, p) determinan diferentes curvas orientadas. Toda 
pnramotrirnción do la curva y está vinculada a la sustitución de la 
iiarninotrizacióii por una derivada positiva, ya sea con (/, r) o con 

( J , p). 

í9. i.n necesidad es evidente. Demostremos la suficiencia. Sea 
r 0 un valor fijo arbitrario de la función vectorial dada y sea n un 
vector unitario, ortogonal al plano dado. Entonces d tl r-n = 0, d B r-n= 
= 0. Examinemos la función / (u, v) = (r (u, v) — r B )-n. Tenemos 
(IJ d u r-n = 0, 0 B I *= 9„r-n = 0. Así pues, / (u, t>) ■= const. Pero 
/ («o. >o) = (r„ —/•«)•« = 0, poroso / (u, v) 0, osea, (r —r„)-n =» 
== 0. Es la ecuación de un plano. 

50. Un cilindro parabólico. 

51. Un cilindro elíptico. 

52. Un cilindro hiperbólico. 

53. Un paraboloide“clíptico. 


55. 

56. 

57. 

58. 

59. 
6 ( 1 . 


x = 

X = 
X = 
X = 

y — 


R eos u eos v, y = R eos u sen v, i — R sen 
a eos ii eos u, y “ 6 eos a sen v, z — c sen 
Y na eos v, y = y qu sen v, r = u*/2 (fig. _7). 
a cii « eos i>, yj= b ch u sen v, i = c sh 
a sh ti eos v, y = b sil u sen z = c ch 
a eos v, y = b son o, z — u (fig. 10). 


i ii (fig. 
u (fig. 

- ')• 
u (fig. 8.). 
a (fig. 9). 


5) . 

6 ) . 
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G7. a) l’lano con rayo lanzado; li> 0 < r < oo, 0 < 9 < 2n; 
c) u = r coa <j>, «> = r sen >p. 

08. Escojamos en calidad do ojo O .r la recia que pasa por los pun¬ 
tos E, (fig. 14) y que está orientada desdo el punto F, al punto F t . 




Tomemos por origon de coordenadas ol centro dol segmento F¡F,. 
Entonces: F. (—6, 0), F t (6, 0). Pnra un punto arbitrarlo Ai (z, y) 
do la figura buscado tenemos 

|f,Af| = /(*+«*+*» , I P t M l-V (*—(d’+g’ •' 

Según el enunciado del problema 

/(z + b)» + tf* V (* — 6)'+l/ r ■= a’. (*) 

Esto es prccisaraonto la ecuación de la figura buscada. Racionalizando: 

[(* + 6)• + g*l I(* - 6)' + g»! = a*. (••) 

Esovidonte que las ocuncioncs (*) y (*•) son equivalentes. Suprimiendo 
los paréntesis y reduciendo los términos 6omejantes, obtenemos 

(** + g 1 )* - 26' (x* - g*) = a' - 6‘. 

o sea, la ecuación do los óvalos de Casslnl (véase la Hg. 14). Sustituyen¬ 
do aquí las expresiones de las coordenadas rectangulares cartesianas 
por las polares x = r eos <p, g = r sen <p, obtenemos 




ftcspttcttas 
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o sen ln extinción <lc la figura buscatla en coordenadas polares. Si 
a =* b la figura so llama lemnlseata de Bemoutli (fig. 15). Sus ecuacio¬ 
nes son 

(x* + »’)* =2a’ (*» — ■/*). r* = 2a* eos 2<p. 

SI a < 6, la figura no seré imagen do una curva ni linca. Ln Icmnis- 
catn do Bcriimillj (a = 6) es imagen de una curva, pero no es una li¬ 
nca. Cuando a > b, el óvalo de Cnssini es linea e imagen do una curva- 



60. J* ac y’ (2a —*), r = 2a sen* cp/cos <p (fig. 10). Las ociincin- 
nca paramélricns so pueden reducir a ln forma 

x — 2a son* cp, y = 2 a son 5 qi/cos <p, 

o bien 

2n !2n 

'“T+7T-- 1T- Fi*) ’ 

Ln cisoide de Díñeles no es linca. 

70. ggi —■ ; x = a ctg l, y = nscn* t (fig. 17). 

71. r = ntp (fig. 18). 

72. r = donde tp = tot (fig. 19). 

73. (x * + ;/*) 5 — 4 a***j* = O, r = a sen 2<p (fig. 20). La rosa de 
cuatro pélalos es la imagen de una curva, pero no es una línea. 

74. r = 2a eos tp + 2A, (** + y* — 2ai)’ = 41»* (x* + y») 

(fig. 2f) para la cordioide & = a (fig. 22). El caracol de Pascal es una 
linea para b > a. 
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75 . r _ « (1 ± son ’f) . , r.(x— a) 3 . 

eos ip ’ ^ 2a — r, ' 

2u< 3 a/ (/* — 1) , r 

I= 1 + f» ’ y ~ 1 + í» ’ a ' 

La cstrofoido <l> (iig. 23) os ona curva, poro no es una línea. La ligura 
<D\/1 os una linea, poro no es una curva. 

70. r -= -i- ± I; (x 3 + y 3 ) (y — a)’ - <V = 0 (fig. 24). Nin- 
sen (p 

guna concoide He Nicomedes es la imagen de una curva. La concoide 
os una línea cuando I < a. 

77. x~ a eos 3 t, y = a sen 3 t; x 3 / 3 + y 3 / 3 = a 3 / 3 (fig. 25). No. 

78. x = a (eos < -J- 1 son l), y ~ n (sen i — I eos t). 
indicación.. Antes <lcl desarrollo, el extremo del hilo so encon¬ 
traba on ol punió A (fig. 20). Durante el desarrollo el lulo tonso coin¬ 
cide con In tangente a la circunferencia, con olio la longitud do la 
tangen lo 

| DM I = DA at. 

7». Planteemos la ecuación de la cicloide. Tomemos la recta indi¬ 
cada por eje Ox y supongamos que on la posición Inicial ol punto M 
coincide con el origen de las coordenadas (fig. 27). Examinemos una 
Posición arbitraria del punto M (x, y). Supongamos que ol centro do 
la circunferencia se encuentra en el momento dado en un punto C, 
y que l es el ángulo que el radio CM ongcndra con la perpendicular 
CP trnzada desde el punto C al eje Ox. Sea 5 la proyección del punto 
áf sobre el ojo Ox y sea N su proyección sobro CP. 

Entonces 

x = OS = OP — SP = MP — SP = al — a sen l = a (t — sen <). 
Análogamente 

y — SM — PN = PC — NC = a — a eos t = a (1 — eos (). 

En el caso general 

x = at — d sen I, y = o — d eos t (lig. 28). 

80. Coloquemos ol origen de las coordenadas en el centro do la 
circunferencia fija. Supongamos que en la posición inicial el punto M 
coincide con el punto A en ol cual la circunferencia rodante toca la 
fija, y hagamos quo ol eje de las abscisas pase por el punto A (fig. 29). 

/\ 

Introduzcamos las designaciones: t = MO¡N, m = r/fí. Como 

w w /N /> r 

AN=MN, o bien H-NOÁ = rt , entonces NOA-~jf ‘ = mt. 






¡ 

i 

I 

i 

«8 

9 

¡K 

J x 5 / 
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Fig. 20. 
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Tenemos 

x — OI' = 00 I- 0/’ — 0» -I- E/W = (/I H- r) eos mt -|- 

r sen á/0,E, 

y = MP = 0,0 — 0,/s" = (/f -|- r) sen m( — r eos ÁIO l l£. 

Puesto (¡no 

son ,tt0¡E = sen (/ —00,0) =scn [ f — f -- m t) j = 

= — eos <1 + mt), eos MO,E = SCII (l-|-«ií), r = m/t. 


entonces 

.r — (II -|- m/() nos mt — m/í (í 4- mí), 

;/ = (/í -I- m/í) son mi — »r/f sen (/ -|- mi). 

Eliminando m, obtenemos 

*(U + r) eos — l-re.(ts-~~ I. 

II -= (0 + r) sen í — r sen /f ^ r I (fig. 30). 

Cuando r — It olí lene m os In cardloldc (fig. 31). 

81. x = (II — mil) eos mi -1- mil eos (t — mt), 

1 / =s (/{ — mil) sen mt — m/í son (t — mt), r = mil. 

Cnnnil» /f = tr obtenemos uno astralde, con rulo II = 2r obiono 
mos el segmenta de. tina recia (fig. 32). 

82. Los pontos M y N descansan sobro la imagen ele la curva, el 
punió P no se encuentra sobre ella. F.a curva corta ni eje Or. en ol pun¬ 
to O JO, 0) y al eje 0 //, en los puntos O (0, 0) y A (0, —2). La ecuación- 
implícita es: i/* 4- 2;/ 5 — r’ = O. 

. 2n 2ofc 

83. „),-_—j-, í—ppp-; 

b) x = a a eos *p, y = a sen ip. 

8í. Una parábola. 

85. f,a parlo do la recta x — y — 2 = 0, donde r. > 2. 

80. 15) segmento de laJrccln — y- — I comprendido entre los 

o 0 

ejes de coordenadas. 

87. Una semicircunferencia. 

88. flama do la hipérbola. 

89. La recta x + 2y — 1 = 0, 
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!)(). y = a cli ( xla ), o sea, la línea llamada catenaria (fjg. 33). 
¡II. Ln circunrcrcncin (.t — a) 2 (;/ — 6)* = /í 2 . 

¡12. I. = ch q> 4- sli q> (fig. 34). 

1)3. La elipse --5-4- — = 1; ol paso de una represenlnción a la 
oirá lo obtendremos suponiendo que l = Ig (0/2) (fig. 35). 



Klg. 30. 


114. La «;irciiii[nrniic¡n x 2 y 2 |0. 

05. I,n circunferencia (jr — a)’ y 2 ** *». 

110. I.a recta x — a. ¡17. La recia ij = 6. 

98. La elipse —J~ = l. 

99. La hipérbola - — = I. 

¡i 10 

100. La parábola y» « 4r + 4. 101. Ln hipérbola ,» 2 — ,/ 2 = 

102 . l,n circunferencia z 2 y 2 — = O. 

103. La paráhnla ;/* = —4x 4. 104. La parábola i/ 2 — 4.a 4. 

loo. -?_"-.<«■ 0 .... «r-.o.o 

«Pnd.f) ' • <p n (1. 0 • 

INDICACION. Tomar como parámetro el coeficiente angular de 
la roela./ -- tx que pasa por el origen de las coordenadas, y un punió 
do la linca. 1 

tnr , 2 " 2 al 

too. r— . . a — —- : ,,, 


107 . *=-• 


tn curva so llama ¡alio de nec¬ 


earle* (fig. 36). 


108 . x = - 


l-|-f 2 ’ 


o sea. la riso lile ríe Diocles. 
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(O!), r. = a (I -h eos q>) eos ip, f = s (1 + eos <p) sen <p. 
Suponiendo que tg (tj>/2) = t, obtenemos las ecuaciones de la 
cardioide 


2o (1 - I») 4nf 

u-mV • #= ~ d-M*)* • 

110. x — - a ^ 7 -^y- , !/— 0 scn , una estroloido. Las 

nouariones indicadas se obtienen de las ecuaciones del problema 
75 haciendo * = r' + a, y = y'. 

111. En el punto A la tangente 2x — y + 2 = O, la normal x -f- 
I 2 y -|- 1 =» 0; en el punto B la tangente 4x — y 4- 3 = 0. la nor¬ 
mal x + áy — 12 = 0; en ol punto C la tangente Gx — y + 2 = 0. 
la normal x + C>y — 4ÍI = 0. 

112. Rn el punto A la tangente y = 0. la normal * = 0; en el pun¬ 
to II la Inngnnto 3x — ;/ — 2 >-= 0, la normal x -|- 3j/ — 4 =* O. 

113. Rn el punto A (0, 0) la langcnle y — x, la normal r = — y\ 
en el punto II (n/ 2 , 1 ) la langcnle y = I, la normal x = n/ 2 ; en ol 
punto C (n, 0) la tangente x -|- y — jt = 0. la normal x — y — n =■ 0. 

114. Rn el punió A ( 0 , 0) la tnngenle y — x, la normal y = —-x; 

en el punto /f (jt/ 4, 1) la langcnle 2x — j + I —~ = 0, la normal 
x - 1 - 2 f/ — 2 — = 0 . 

115. La tangente 2x — y -f- 4 =» 0, la normal x -J- 2y — 3 = 0. 

IIO. La tangente 2x son l + 1y eos t — n son 2í = 0, la normal 
x eos t — // son l — n eos 21 = 0 . 

117. l’nra / = (2fc + I) n, donde le es un número ontero cual¬ 
quiera, !n tnngoulo y = 2a, las normales x — ( 2 fr I) an. En todos 
los demás puntos la tangente x — y Ig ( 1 / 2 ) + <t (2 tg (f/ 2 ) — t) = 0 , 
la normal r tg (f/ 2 ) + y — at tg ( 1 / 2 ) = 0 . 

IIP. La tangente x = a (eos f — X sen f), y = b (son l -|- 
-1- X eos f) o bien bx eos f -f- ay sen l — ab = 0, la normal x — 
= (a + fcX) eos i, y = (ft + <iX) sen f o bion 

n.r sen I — by eos I -4- (&’ — a’) sen / eos t = 0. 

11*1. La tnngento * = -=- í I + 7 -)+ ('•—¡r) . !/=T (*“ 

-I)+‘T («++)•-“-i 

— «b» 0 . In normal .r =-*-£- (f +-|-J — -y- . If *=y (* — 

—f) 4 -T-('—f)’ obien 

f (í-D^+i-ít+Dif— í^-(-h-5’)-ü ; 
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120. La tangonlo x -|- y — 3a = 0, lo normnl x — ;/ »= 0. 
i 21. Lo langonto4x — 2 y — a = 0, la normol 2x 4y — 3a = 0. 

122 . I.a tangonlo 

* (*« + y* - o») (X - x) + y (x* + y> + o») (Y - y) = 0, 
la normnl 

II (** + !/* + a*) (X - x) - x (x* + y* - a») (Y - y) = 0. 

123. La tangonlo 



la normal 

(X-x)a» (V-i.)!,' 

* y 

124. 1.a tangonlo 



la normal 

(X-x)a« (K-y)M p 

* y 

125. La tangente ijY = p (X 4- x), 1» normal 

V (X - x) + p (Y - y) = 0. 

126. La tangente (son q> + <p coa <pl x — lena <p — <p son <p) y — 

— aq> a = 0, la normal (eos ip — ip sen <p) x + (son tp + ip eos q>) y — 

— aip = 0. 

127. La tangente y — a = 0, la normal x — a = 0. 

128. A (1/2, 1/4). 

12!). No. 

131. y = 4x — 4. 

132. A (2. —3). 

133. 5 = — 1. e = —1. 134. Af, (2/3. 4/0). Af, (2/3. 8/27). 

130. .„ = 2x + 3. y- 2x+g. 

137. H + 1 = (* + 7)/3. 

130. (x ± y)V 2 = -a. (* ± H)V 2 = a. 

143. A/, (0, 0), A/, (4, 4); <p, = n/2, T , = nrctg (3/4). 

144. Af, (0. 3), Af, (0, —3); <p, = <p, = n/4. 

145. Af, (1, 2), Af, (1, —2); tp, = <p, = n/2. 

140. Af k ( ^ + kn, (—) . T/t = arclg 2y'’2’, dowle fc os 

nn nómoro ontero cnaltiuiera. 
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tñ2. Del A Af,Af,Aohtcncmos(fig. 37) ji, ¡ 
ma 151), |i, = (<p jx)/ 2, A/,4Af, = |i, — | 


<p/2 (véase el problo- 
= n!2. 



100. Suponiendo Uno Y = 0, X *= xr en la ecuación do la tan¬ 
gente >' — i/ = tf (X — t). nbtonomos rr — x = —y//. Por consi¬ 
guiente. I nr | ■= | y/y' I (íig- 38). Las demás fórmulas se obtienon 
do mi iiiutio análogo. 

mi. i nrr i = 1^5/2, 1 rr \ = 1/2, 1 mam ■= /s, 1 pn \ ~ 2. 
152. | MT\ = | Clh * Icli *, I PT l «= I cth * |, I AfAM = 

= olí 2 r, | PN I 1 sh 2r 1/2. 

Ifi.'l, r/ 1 — -fc2 kr. -|- r, donde e os una cnnslnnlo arbitraria. 
t(¡4. n = ec *»/á, ,| m „l 0 c es nnn constnnfo arbitraria. 

150. ,r «= <1 (In tg (f/2) + eos I) + e, y — a sen í, donde t es el 
ángulo formado ñor la tangente con la dirección positiva dol ejo do las 
abscisas. Es la lamilla do líneas congruentes llamndas tractrices. Hti 
la fie, 30 so muestra la tractriz correspondiente n c — 0. 

107. S - no’/2. 

108. Del triángulo rectangular MOT (fig. 40) tenemos | OT 1 = 
= | OAf | tg u. Teniendo en cuenta que tg p = | r/r’ 1 (véase ol pro¬ 
blema 150), obtenemos 

|Or| = r*/]r'|. 

Las demás fórmulas se obtienen de un modo análogo. 

100 . r= ±—-—, donde n> 0 os un ángulo arbitrario (on la 
•p —T» 

fig (41 el ángulo qi, = 0). Tales lineas se llaman espirales hiperbólicas. 

170. ¿as’cspirales de Arquimedes. 

171. r— ±k sen (q> — <p„), o sea, las circunferencias (véase el 
problema 102). 
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177. Tangencia de segundo orden. 

178. Tangencia de primer orden. 180. 151 tercero. 

181. y = i» - 3x -1- 3. 182. x» + y* - y = 0. 

183. (x + 2»)* — 20x + 14» + 19 = O. I.n Inngoncia do torcer 
orden. 

184. 8 i / (x) tiene para -t = 0 derivadas de basta un n-caimo orden 
inclusive, entonces el problema tiene la solución 

y = / (0) + /' 0) x^. 

lin caso contrario el problema no tiene una solución. 

18. r >. a) ( *jz/l»'* 1 + ** =< ~ tangencia ,le ori,cn : 

1 >) = >• tangencia de quinto orden; 

c) (x — n/?)>= — 8/1 (y — 211). tangencia de torcor orden. 

186. * = 3, y = 0. 187. * = ±4, y = 0. 

188. y — 0. 189. y = x — 4, x = 0. 

190. » = x — 2, x = —2, 101. * — 0. 

192. x —3. V— —4, y — ^-x - 

193. |/= — y , » = 2x + ^ • 

194. x=~y« 2x—4y —3 = 0. 

195. y = ±2, x = 1. 196. x = 0. 

197. y = ±x. 198. y = a. 

199. x = 2a. 

200 , 201. O (0, 0), un punto múltiple. 

202, 203. f7 (0, 0), un punto aislado. 

204. O (0, 0), un punto nutolangencial. 

205. O (0. 0), un punto de retroceso do primer genero. 1.a tan¬ 

go uto y — 0. 
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20G. O (O, 0). Para I > a es un punto múltiplo con los tangentes 
az 

y — ± y ja _ a . Pnra < < a es un punto aislado. Para 1 = a es un 

[ unto «lo rotroceso do primer género con la tangente z = 0 (véase lo 
ig. 24). 

207. A (a, 0), punto múltiple. Las tangentes son y = ± (* — a). 

208. O (0, 0) punto múltiple. Las tangentes son y = ±x. 

209. A (0, 0), punto de retroceso de primer género. La tangente 
es y = 0. 

210—212. No existen (fig. 42—44). 
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214. rr — 2 1 ' ¿ — r 2 — O. 

215. La función cslá definida para lodos los valores de x, salvo 
cuando r —■ j;l. No liay punios siugtiliiics. Un el origen di; coorde¬ 
nadas la línen loca el eje Ox. Las asmlolns son ,r *= ±1, y = 1. La 
línea es simétrica con respe Cío al eje Oy (fig. 45). 

210. Lil función no está definida solamente para x— ¡fc )^3, ;/ nlAj >= 
= !/ (—3) = —11/2, — ;/ (3) = !)/2. Aquí y a continuación se. 

llenen en cítenla exlremns locales. O (0. 0 ) es el punto do inflexión 
con la láncenle horizontal. Las asíntotas son y — r, x = ±V3 
(fig. 45). 

217. I,a función no cslá definida solamente para x = —i. El 
origen tío las coordenadas es el punió tln inflexión cotí la tangente 
u = t!. En el punto M (—3, —27/8) la (engento es también paralela 
al eje Ox. Las astillólas son x. -|- t = (I. x — 2g — 2 = (J (fig. 47). 

218. La función no está ilcfinidn paro x — ± 2: O (0, 0) es el punto 
de inflexión core Ja tangente, n -- tt. Las asíntotas r r- -l2. y «- I) 
(lig. 48). 

219. El campo dr. definición JO, 5); 4/ (WV 4~ es el punto 

de inlloxión con la tangente inclinada en 135" con respecto al eje Ox. 
La asíntota os x = 0 (lig. 49). 


220. La función está definida para x>l); ~ V (*) « 

= l/e; 4/ ( /?. -vTtt) es el punto de inflexión. Tais asín tolo s 
son x = 0, y = V (fig. 50). 

221. La función está definida y es positiva para lodos ios x; 
Varis “*(»> = «i á/,(-I//T, UV7), fif, ( 1 / 1 ' 2 , U/T) son los 
puntos do inflexión. La asiulola es y = 0 (fig. 51). 

222. La función está definida para todos los valores de x, salvo 
cuando x = 0; 4f (—f/2, Me 1 ) es el punto de inflexión. Las asíntotas 
son y = I, r. = 0 (fig. 52). 

223. La curva es simétrica con respecto a la bisectriz de los 
ángulos de coordenadas primero y tercero. La asíntota es x -|- // -|- a = 
— f); O (0, 0 ) es el punto múltiple con las tangentes x = 0, u = 0 
(véase la fig. 35). 

224. La curva es cerrada, no hay puntos singulares. Los puntos do 
intersección con los ejes O (0, 0). M_ x (1/2, 0). En las puntos M, (í = 
r = —I + Y 2), Afj (í = —1 — f^ 2 ) las tangentes son paralelas al 
eje Ox. En los puntos O (/ = 0), M t (t = ± oo) las tangentes son 
paralelas al eje Oy. Una vez escrita la ecuación do la curva en forma 
implícita, es fácil demostrar que es una elipse (fig. 53). 

225. La curva es simétrica con respecto al eje Ox y so encuentra 
en la franja 0< x < t. La asíntota x = 1; O (0, 0) es un punto de 
retroceso do primer género (fig. 54). 

220. La curva es simétrica con respecto al eje Ox y se encuentra 
en Ja franja O ^ x < 1. La osintola es x = f. La curva corta los 
ejes do las coordenadas en los puntos O ( 0 , 0 ), M, (t/ 2 . 0 ). l’or el 
punto 4/, la curvo pasa dos voces (para I = ±4), los coeficientes angu¬ 
lares do las tangentes a ella son k = ±2. No hay puntos singulares. La 
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mugen le a la ctirvn es paralelo al eje Og en el origen ilo coordenados y 
ni ojo Ox, en los pu ntos y M, correspondientes o los valores dol 
paréinelro / = ± Y V 5—2 (fig. 55). 

227. Cuando t «= 0, la tangonto en el punto O (0, 0) coincide con 
el ojo Oy. En los puntos M, (1, 4/3) y M t (1, —4/3), cuando t = ±1, 




las tangentes son paralelas al ojo Ox. Por el punto M, (3, 0) (I = 
— ±1^3) la curva pasa dos voces. No hay asíntotas (tig, 5(3). 

228. Cas asíntotas son z " , g = ~x. — , y—x+t. La r.urvn 

corta los ejes de las coordenadas solamente en el origen. 0 (0, 0) es un 
punto de retroceso do primer género. Lo tangente es paralóla al eje 
Ox en ios puntos O, Af„ M t (I = :fc)/3). Lo tangonto es paralela al 
eje Oy en oí punto Mn (t — 2) (fig. 57). 

22!). La curva es simétrica con respecto al ojo Ox. Las asíntotas 

son x = —1. y = ± (x —La primera asíntota no corla la 

curva, las otras dos la cortan en los puntos M, (t = —1/2) y 
Af¡(l = 1/2); O (0, 0) es un punto do retroceso do primor genero. 
Las tangentes son paralelas al ojo Ox en los puntos JW S , ftí 4 (t = 
*= ± Y3) (fig. 58). 

230. La curva os simétrico con respecto al ojo Ox. No hay asín¬ 
totas ni puntos singulnrcs. Los puntos )/3 j y 

—— l/3^ o* con t — =h /¡va son puntos do i n fle¬ 

xión- En el origen do las coordenadas la curva toca el ojo <>y 
(fig- 59). 
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231. No hay asín tolas. O (0, 0) es mi punió de retroceso de segun¬ 
do género con la tangente r. = O. La curva corta el ojo Oí en los pitillos 
O y M, (I, 0). M j (t — —í / '(),8) es punto de inflexión. En el punto 
M 3 (I J/(TT) la tangente es paralela al eje Ox ffig. 00). 

232. La nsintola y — i; O (O, 0) es el punto ele inflexión, la tan- 
genio al mismo coincide con el eje O y. En tangente es paralela al ojo 
Oy en ol punto M (l — 5/4) (fig. Gl). 
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233. I,ns nsinlotns son x = 0, i + ( ± 2 = 0; O (0, O) ex el 
punto ile inflexión con tangente i — y = 0 (fig. 02 ). 

234. El origen de las coordenadas es punto do retroceso do segundo 
género. Los puntos de intersección con los ejes de las coordenadas 
son O (0, 0) y M ( I, 0) (fig- 03). 

235. La curva es simétrica con respecto a la recia y = x. La nsin- 
lotn os x y — 1 = II. El origen do las coordenadas es punió tic rolro- 
ceso de primer género (para l = 0) con lo tangonlo Ox. Además, la 
curva cnlra en el origen do las coordenadas locando el ojo O y liara f — 
= ± oo (|ig. 64). 

230. Las astillólas son 2x 9 0. Zr. — 9 = 0, i — j — 6 = 

= 0 ; Jlf, (ó, —4) es pitillo do retroceso do primer género con liingenle 
x -\- y — o. El c jo Q x loca la curva en el punió M, (10/3,0) y el ojo 
Oy lo hace en el punto M, (0, —16/3) (fig. 05). 

237. La curva es simétrica con respecto al eje Oy . t.as asínto¬ 
tas son y — ±.t — 1 ; O ( 0 , 0 ) es punto singular triple con tangentes 
x — 0 O y = 0. Los punios de inflexión son jlf,., (±2|^27, 2)^3) 
(tig. 60). 

238. La curva es simétrica con respecto al eje Oy, (±2, 0) 
son punios de retroceso de primer género con tangentes j-x y — 
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— 2 — 0. lili los punios Al, (0, 2/3) y M, (0, 2) las láncenles son para¬ 
lelas al ojo Oí; itf,.« son punios de inflexión 

<1¡K. 67). 



Pig. (12. Pig. 03. 


23!l. Ox es eje do siinolrin. No hay nsínlolns ni puntos singulares. 
I.n linea corla ni eje fíx en el punto M, (— t. 0) y al eje Oij un lns pun¬ 
tos //..,(<). ;| ; l). I.as laiigonles a la línea son paralelas al eje Ox en 
los punios il/j., y al eje <);/ en ol punió Al ,. Los punios Al, , son de 
inflexión (lig. 68). 
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Fig. 67. 
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210. La líneu es simétrica con respoelo ni ojo Ox. Las asíntotas 
son x — i, ij — ±2. La liucu loca el eje Oy en el origen do las coorde¬ 
nadas. En la franja del plano definido por lns desigualdades 0 < 
< * < 1 no existen puntos quo satisfagan a la ecuación dada {fig. 00). 



Fig. 72. Fig. 73. 


211. La línea es simétrica con respoclo al ojo Ox. La asíntota es 
x = i. La tangonlo vertical es x = 0. La línea existo solamente para 
los valores do x en el intervalo do 0 < x < 1, lo quo so ve de la ropro- 

sontación do su ecuación en la forma y* = ~-^-(I¡g- 70). 



Fig. 74. Fig. 75. Fig. 7G. 


242. La linca es simétrica con respecto al eje Ox. La asíntota es 
x = 0. En los puntos M¡ (—5/2, 0) y M t (1/2, 0) las tangentes son 
paralelas al eje do las ordonadas. Hay dos puntos de inflexión (fig. 71). 

243. La linea se encuentra por completo dentro del cuadrado con 
centro en el origen de coordenadas y con lados iguales a 2a y paralelos 
a los ejes de coordenadas. La linea os simétrico con respecto a los ejes 
do las coordenadas y a las bisectrices de los ángulos de las coordonadap 
(fig. 72). 
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244. La línea so parece a una hipérbola. Las asíntotas son 2 y == 
= ± 1 , Para i' < G no existen puntos que satisfagan a la ecuación 
liada, n excepción dol punto O (0, 0) que os aislado (fig. 73). 

245. Las asíntotas son y = ±x. Las tangentes son poralelaB al 
ejo Oy en los puntos O <0, 0) y M t 0). Hay dos puntos de inílo- 
xión, Ai, y M, (lig. 74). 

240. Las asíntotas son y=±x. Las tangentes son paralelas a los 
ojos do coordenados en los puntos M¡ ^ - 5 ^.-- =- , j V A/, 

(tw-- “W> ra - 

247. Las asíntotas son x = 0, y = 0, y — x; O (0, 0) os punto do 
inflexión con tangente y = —x. Las tangentes son paralólas al eje Or¬ 
ón los puntos Ai,., (o, (/2+1) o), Afj . 4 (— 0 , (V'"2 — 1) o); o = 
s= ±1 (fig. 70). 

248. Las asíntotas son 1 = 0. y = 0. La tangente os pnralcln al 
cjo Ox 011 el punto M (0, 1) (fig. 77). 

240. La recta : = I y el punto aislado O (0, 0). 

250. Las asíntotas son x = ±1, y =■ ±1; O (0, 0) es un punto 
aislado (fig. 78). 

251. Los asíntotas son y = ±x; O (0, 0) es ira punto aislado. Lo 
línea corta el eje Oy on los puntos Ai,., (0, ±1^2), en los cuales los 
tangentes son paralelas al ojo Ox (fig. 79). 

252. La Ifnoa es simétrica cou respecto al ejo Ox. Las asíntotas 
son u = x + 1 , y = — z — 1 . x = 1; las asíntotas y - rfc (* + 1 ) 
corlan la línea en el punto Af] (— 1 , 0 ); O ( 0 , 0 ) es un punto aislado. 
Además dol punto O, no hay otros on la franja —1 < x< 1 . La tan¬ 
gen to a la línea es paralela al ejo Oy en el punto Aíi y ni eje Ox 011 los 

puntos Al 2 y Ala con la abscisa x --(fig. 80). 


2 

o! 


y + r ± —f=: — 0. El ori- 


253. Las asíntotas y — x ± = u, y -y- x ± ^ 7 = ■ 

eon de coordenadas es un punto aislado’ La tangenlo es paralela al 
¿jo Ox on los puntos M¡, t (0, ±a), y al eje Oy, on los puntos 

*254".°La Hnet es*simétrica con respecto al oje Ox. El punto 
Al„ (2. 0) es aislado. En los puntos M¡, t (—2, ±1^2) la tangente es 
paralóla al cjo Ox. Hay dos puntos de inflexión M,, t y unn asíntota, 
* *= 0 (fig. 82). 

255. Las asíntotas son 3x + 4 = 0. 3x ± 3V 3y — 8 — 0; 
O (0, 0) es un punto aislado. En Ai (4, 0) la línea so interseca con el 
ejo Ox. La tangente on este punto es x = 4 (fig. 83). 

250. La línea so encuentra por completo dentro del cua drado con 

el centro en el origen de las coordenadas y lados iguales a V 7. + VH 
y paralelos a los ejes de las coordenadas. La línea es simétrica con 
respecto a estos ejes y a las bisectrices do los ángulos de las coordc- 
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nadas. Kl «rigen rio lascoordcnnilascs mi pimío aislado. Las tangentes 
son paralelas al ojo O.r en los punios A/|.,(<), ±1), A/,.* 

1 . V 2+ va 


2 


: w 

0y on los punios A/,. ,(±l, 0 ), A / B _ l3 ^ 


j . Las tangentes son paralelas al ojo 

r) 


Vz+V S 


2 • * / 

(fig. 84). 

257. La línea es simétrica con respecto al ojo Ox y por completo so 
encuentra on lo franja — 1 < i < f. La asíntota csi= I. El origen 
ilo las noordonadaR es un punto múltiplo con coericionlos angulares de 
los tangentes k — ±1. La tangente es paralóla al eje Oy en el punto 
Af, (— 1 , 0). Las tangentes son paralelas al ojo Or en los puntos Af,, , 

_ i/ 5 J. t 

con obsr.isa x = —L-j—¡—(fig. 85). 

258. La linca os simétrica con respecto a los ojos de las coordena¬ 
das. Los puntos de intersección con ellos son O ((), 0), Jlfj., (0. ±1). 
Las tangentes son paralelas al eje Or cu los puntos M,,, y al 


Oy en los puntos M 




V2-1 
- 2 - 


VI 


b 


eje 


0 ( 0 , 0 ) es 


un punto múltiple con tangentes y — ±i (fig, 8(1). 

250. La lineo es si métrica con respecto al ojo Ox\ Ai (I, 0) es 
punto múltiplo con tangentes y — ±(x — I). La asíntota os .r = 0 
(Hg. 87). 

2G0. La linea es simétrica con respecto a las bisectrices de los 
ángulos do las coordenadas. O ( 0 , 0 ) es punto múltiple con tangentes 
x = 0, y = 0. No hay otros puntos do interosocciún con los ejes de 
las coordenadas. Las tangente* a la linea son paralelas al ojo Or 
en dos puntos A/, (}/37íB. V27/ I0), A/, (~_-Y 27/1G) y al 
ojo Oy on los puntos Af, (J/27/IG, J/3/I0) A/- (— !/"27/tS, —l/'3/1G). 
No hay asíntotas (fig. 88 ). 

281. La linca es simétrica con respecto a los ejes do las coordena¬ 
das y so encuentra dentro del rectángulo acotado por los rectas x — 
= ±1. y ■= ±1/2; O (0, 0) es punto múltiple con tangentes y — -±x. 
Las tangentes son paralelos al ojo Or c.n los puntos A/,_, (±1^2/2, ±1/2) 
y al ojo Oy on los puntos Ai,., (±1, 0) (lig. 80). 

202. La linca es simétrica con respecto al eje Ox. Las asíntotas 
son y = ±l_, r = — 1, * = —2; O (0. 0 ) es punto múltiple con tan¬ 
gentes ;//2 = ±r (fig. 80). 

203. Las tangentes son paralelas ni eje Ox en dos puntos 
éfj.jfl/S, -4-2/3V 3); el punto Af, (I. 0) es múltiplo con tangentes 
.'/ = ±{* — 1). La tangente es paralela al eje Oy on el punto O (0, 0) 
(f’g- 91). - 

204. La línea es simétrica con respecto a Jas bisectrices do los 
ángulos de las coordenadas; O ( 0 , 0 ) es punto múltiplo con tangentes 
x = 0, y — 0. Las tangentes son paralelas al eje Ox on los puntos 
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Af. , {n¡ / 3, aV 27) y ¡il ojo Oy en los punios Af(«i} / 27, o}-' 3), iloinlo 
4 o = ±1 {Tiff- 02). 

265. La asíntota —* + •=• so interseca con la línea en o) 

3 


punió Af, (J/9, 2/0); O (0, 0) es un punto de retroceso do primer género 
con tangento z = 0. En el punto A/j (1, 0) la tangente es paralela al 
ojo Oy y en el punto Af, (2/3, 4/3, al eje Or. (lig. 93). 

26G. No hay asíntotas. O (0, 0) es punto de retroceso do primor 
género con Uingento y *= x. La linca corta el eje Ox en el punto 
A/, (27, 0). La tangente es paralela al cjo Ox en el punto Ai, (12,4) 
(üg. 94). 

267. La linca es simétrica con respecto al cjo Ox', O (0. 0) os punto 
de retroceso do primor género con tangente y — 0. Las asíntotas son 
x = a, .t ,t y — —a/2. En la franja del plano 0 < i s£ o no hay 
punto» quo solisTagan la ccunciún do la linea (fig. 95). 


268. 0 (O, 0) es punto de retroceso de segundo género con tan- 

genio p-O; Al , (-rige-, ) es punto de inflexión. En ol 

punto Af, (-gjj'i ' 3 ^ 25 " ) 1:1 tanpcnlo os paralela al ojo Ox. En ni 
punto A/,(l. 0) la linea corta el eje Ox (lig. 06). 

269. La línea es simétrica con respecto al eje Oy: O (0, 0) es un 
punto singular por el cual pasan tres «reos. Las tangentes en el son 
y = (), * -j- y = 0. No hay puntos do ¡nfloxión ni asíntotas. Los pun¬ 
tos en los cuales las tangentes son paralelas a los ejes de coordenadas 
son Af,., (A-/2/4. 1/4). Ai,., (±/«/!>, 2/9) (Ng. 97). 

270. La línea os simétrica con respecto al eje Oy, O (0, 0) es punto 
aulotangciicinl con tangento y *--- 0. Las Inngcnlos son paralelas al 
eje Ox en tos puntos Af,., (±6, 12) y al ojo Oy en los puntos 
Afi (;fc6y , 2’, 8). Hay dos puntos de inllcxiún Af»., (lig. 98). 

271. La línea es simétrica con respecto al cjo Ox', O (0, 0) es punto 
singular triplo con tangentes* = 0. y = 0. Las tan gentes son parale¬ 
los al cjo Ox en los puntos Af,., (1^12, ifcKo V 12) y al eje Oy en los 
puntos A/,., (4, ±4) (fig. 99). 

272. La línea es simétrica con respecto a los ejes de las coorde¬ 

nadas; O (fl, 0) es punto nutolangencial con tangente y = 0. La línea 
corta el ojo Ox en los puntos A/,., (±f, 0) en los cuales las tangentes 
son paralelas al ojo Oy. En los puntos Af,_, 1^0/3. ± 2)^3/9) las 

tangentes son paralelas al eje Ox', A/,_,, son puntos de inllexión 
(lig. 100). 

273. Las asíntotas son y --= ±i; (7(0, 0) os punto múltiple con 
tangentes X = 0, y — O. Hay cinco puntos de inllexión (lig. 101). 

274. La linca so encuentra por completo dentro del cuadrado con 
ol centro en el origen de las coordenadas y lados iguales a 4 y paralelos 
a los ejes do coordenadas. La línea es simétrica con respecto a los ejes 
do las coordenados y a las bisectrices do los ángulos do éstas. O (0, 0) 
es un punto singular cuádruple con laugontos z = 0, y = 0. Las tan- 
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gentes son paralelas al eje Ox en los punios M t -, (± 1^2, ±2) y al eje 
Oí/ on los punios Mr.-n (±2, ±1^2) (fig. 102). 

275. Puesto cine la función lg(<p/2)es periódico con pciiodo 2n.es 
Sil lie i en le c.vumiiior el valor (le y en el intervalo 0<f < 2n. Como 
el plinto (2n — <¡>, —r) es idéntico al punto (n — ip, r) y los puntos 



(ip, r) y (n — <p, r) son simétricos con respecto a la recta <p = jt/2, 
esta recta es el eje de simetría do la curva. Al variar el ángulo polar 
dentro de los limites do 0 < <p < jj i = Ir (g>/2) será jiosiLivo, por ese 
para los valores indicados do (¡> la curva se onconlrnrn por encima del 
eje polar. En virtud do la simetría enn respecto a Ja recia ip =» n/2 
la curva oslará por encima dol ojo polar. I.a curva lleno el punto múl¬ 
tiplo (a/ 2 , I). May una asíntota paralela al ojo polar y alojada de ésto 
en dos unidades. Por la fórmula tg p = r/r* (véase el prolilcmn 150) 
olileiie.mos 

tg |i = sen ip. (») 

Por consiguiente, la curva toca el radio vector dol punto do tangencia 
solnmoiito si q> = 0. En el punto M 0 múltiple las tangentes cortan al 
ejo de simetría en un ángulo de 45°. Como la tangente a la curva es 
paralela al eje polar si p ■+• ip = kn entonces en estos puntos tg (i = 
= — tg ip. Comparando esto con la igualdad (•), obtenemos (p = kn; 
por lo tanto, la tangcnle buscada es el ejo polar. Como la tangente es 

perpendicular al eje polar, si p + (p = fcn + . entonces tg |i = 

== clg qi y, cu virld de (•), clg q> = sen ip, do donde eos qi = 
= (]? 5 — |)/2, y la tg (q>/2) »s 1/2. Introduciendo las coordenadas 
cartesianas por las fórmulas x = r eos q>, ;/ = r sen ip, obtenemos dos 
puntos Jt/, y M, en los cuales las tangentes son perpendiculares al ejo 
polar: a - , 0,3, //, a= 0.4; r, « —0,3, y z ~ 0,4 (fig. 103). 
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276. Fig. 104. lin el polo la espiral tiene un punto de inflexión. 
A medida que se aleja del polo la distancia entre las espiras decrece 
indefinidamente. 

277. Si r, 9 son las coordenadas polares generalizadas (es decir r 
puede tomar un valor do cualquier signo), entonces la ecuación r»<p = 



■= a 1 defino dos curvas simétricas con respecto al polo. Cada una do 
laa curvas so acerca indefinidamente al polo y se aproxima asintóti- 
camenle al ejo polar (fig. 105). 

278. Fig. 106. El polo es un punto de retroceso de primor género. 
El eje polar en esto punto os tangente. 

270. Soa a > 0. Cuando <p O, la linea se acerca asintótienmente 
a ln recta paralóla al ejo polar y se halla a uno distancia i del mismo. 
Cuando ip croco indefinidamente, la linca da un conjunto inniuncrnlilc 
do vueltas alrededor del polo, aproximándose asinlólicninonle a la 
circunferencia de radio r = a (fig. 107). Pora a = II jo oblicuo una 
espiral hiperbólica (véase el probloma 169, fig. 41). 

280. Ln curva os simétrica con respecto a los ejes del sistema de 
coordenadas cartesianas cuyo oje Ox coincido con el eje polar. La cur¬ 
va corta el ojo Ox en los puntos Aí l , t (±0, 0), O (ü, (i), además, el 
punto O es autotangoncial con tangontc y = 0._La curvo tiene dos 
puntos múltiplos: üf, (0, a)Y2) y jV 4 (0, —alY 2) (fig. 108). 

281. Fig. 109. 

282. La familia está compuesta por las elipses quo tocan el eje O,, 
en ol origen de coordenadas y por las rectas y = 1/2 e y — —1/2. 
Forma parte de la familia también el ejo Ox (fig. 110). 

283. Cuando C — 0, es un par de rectas x = 0, x — 2y = 0. 
Cuando C # 0, son hipérbolas semejantes cuyas asíntotas son paraló¬ 
las a las rectas indicadas. Los contros de las hipérbolas O* (C, C) 
llenan la recta x — y — 0. Una de las ramas do las hipérbolas toca el 
oje Ox en ol origen de las coordenadas (fig. 111). 

284. a) Familia de elipses coufocaics; b) familia de hipérbolas 
coníocnlos (fig. 112). 
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287. Circunferencias concéntricos cuyos centros coinciden con 
el del haa (fig. 113). 

288. (* — C) 5 -1- y* = C* (fig- H4). 

283. x'+~ = C (ílg. 115). 

230. La familia <lo circunferencias intorsocantos cuya línea de 
centros está orientada por la cuerda común de la familia dada. Colo¬ 
cando el origen do las coordenadas en el punto medio do la cuerda co¬ 
mún y orientando el cío Ox por la cuerda en cuestión, obtenemos la 
ecuación (x — C)* + y* = C 4 — a* (fig. 110). 

231. y = ±0 ((¡B- 117). 232. x = 0, y = 0 (f.g. 118). 

203. x* + y* = p* (fig. 110). 204. y - 0 (fig. 120). 

235. El discriminante y = 0 consta do los puntos singulares de 
las lineas de 1a familia (fig. 121). . 

233. El discriminante y = 0 consta de Ins puntos singulares de 
las lineas de la fumilia (fig. 122). 

237. El discriminante se descompone on un par do rectas x «= y 

y x _ y _ _ «= O. La primera conste de los puntos singulares do las 

curvas y ln segunda es la envolvente (fig. 123). 

238. La circunferencia (x —— (fig- 124). 

299. La parábola y ’ 4- 4a (x — a) = 0 (iig. 125). 

300. Las hipérbolas xy = ±SI 2 (fig. 120). 

301. L4‘ + B*) R* = C*. 

302. Ln aslroide x*/* + !/’/’= a 1 ' 3 (fig. 127). 

303. o) Ln parábola y ’ = 4ax (fig. 128). 

INDICACION.. Tomemos la recta lijada por ol cjo Uy y orientemos 
ol oje Ox a través del punto /•’. Son F («, 0). Una vez escrita la ecuación 
del nnz do rectas que pasan ñor F en la forma ;/ = C (x — a), oblcuo- 
nii'3 quo las rectas do la familia indicada en el problema pasan por los 
puntos del oje Ou con las coordenodas (0. — Ca) teniendo un coeficiente 
angular —1/<7. b) Si /•'(«*, 0) y ln circuuforoncin tiono la ecuación 

X 

x*-\-y 2 = r , } entonces, para r >a obtenemos la olipso—5—h r a_ n j" c= 


a’ — r* 


1 y par» 


= 1, para r<a obtenemos la hipérbola — 
r=o no bay envolvente (fig. 129). 

304. Cicloide (fig. 130). , 

305. x» -f y ! = (Ii - r)*. x‘ + y* = (/? + r)* (figs. 131-133). 

306. La tangente en el vértice do la parabolu dada (fig. 134). 

307. La envolvento so compone do la circunferencia |x— ^ j + 

-j-y* = j 2 y do la directriz de la parábola x= —p/2 (fig. 135). 

308. Escribamos las ocuacioncs do la elipse on forma paramétrica: 

x — a eos ip, y == í> sen <p, 0 < ip < 2n. 
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Fig. 133. 




Fig. 134. 


Fig. 135. 
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Como «lo lo primera ecuación se deduce | 2 — a eos q> | < 6 son q>, 
entonces de la segundo ecuación hallamos 6 a | eos q) | <; ab sen <p o 
bien l tg ip | >. 6 /a, es decir, ol discriminante está definido sólo para 
aquellas circunferencias para las cuales | tg <p | :> 6 /a. Eliminemos el 
parámetro q>: 

cos< p=^f tt - (4*;.), . 

La ecuación de la familia tormará la forma 


( 


n a x 

a» + 6 » 



[ 1 -í!i!_ 

{ (a»+ 6 »)* 


) 


1 


de dundo 6 «x a -+ y* (a* -f &’)• - 6 » (a a + 6 *)« -(- a* 6 *x* - 0 , o bion 
_ *1 _ lJ1 = i 

o‘ + 6 > ^ 6 » 

Es fácil comprobnr quo pora los valores indicados dol parámetro <p, 
el discriminniilo será la cnvolvonlo (fig. Í3G). 

Si las cuerdas son paralelas al eje Ox (fig. 137), entonces por ra¬ 
zonamientos análogos hallamos 


** | 6 1 

a- r « a + 6 a 


1 , 


Ugq-I 


3U9. INDICACION, • El problema so rcsulve igual quo el precedento. 
Las ecuaciones paramétricas de la hipérbola se deben tomar de forma 
* = a ch I, y = 4 sh t. Si las cuerdas son paralelas al eje Oy, entonces 

la cnvolvonlo oxisle solamente paro b < a. Su ecuación es —~ — 

a* — b* 

ul 

—p= 1 . Ella envuolvo sólo aquellas circunferencias para las cuales 

I tb í | < 6 /a (fig. 138). Si las cuerdas son paralelas al ojo Ox, enton¬ 
ces la envolvente existo para cualesquiera valores de a y 6 . 


Para b a olla so define por la ecuación 



6 * 

a a — b' 


= 1 , 


para 6 >a ella envuolvo todas las circunferencias (fig. 139), mien¬ 
tras quo para 6 <n solamonto aquéllas para las cuales |Lh í| < bla 
(f¡g. «40). 

Para 6 = a 110 hay envolvente (fig. 141). 

310. La parábola y’ = 2 p ^x + ~ j • BU* cs envolvente de las 

circunferencias de una familia para las cuales p /2 (fig. 142). 

311. y*= 2(p + g )x (fig. 143). 

312. Los puntos do la envolvente deben satisfacer al sistema do 

ecuaciones P (x, y, a, B) = 0, q> (a, 8) = 0, = 0. 

í' (®l I*) 

313. Cuatro rectas x ± y = ±1 (fig. 144). 
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Kig. 143. 
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314. a' 1 I i/' 1 = a' 1 , k — n»/(rn -|- 1); para m =¿2 os una nslroidc 
puní ni --- 1 es ln parábola (x ;/)’ « (2r 2y — a) = ,0;, pura 
m s= — 2 es la circunferencia.*’ 4-^y* — o’. , .i 

315.. Elijamos cu el plano verliealjdndo el sistema <lc «.ordenadas 
i.Oy, colocando el origen del mismo en el punto dado y orientando el 
ojo Uy vcrUcalnionlo hacia arriba. Entonces las ecuaciones paramétri- 

* 

cas do las lineas do la familia serán .t = u,l eos ct, y = i’ 0 l son a. -^ • 

dolido a es ol parámetro do la familia. Tenemos 


■)x 

01 

Or 

Oa 


= I) 0 COSO, 

= —t> 3 t sen a, 


0y_ 

OI 

dy 

Oa 


= v„ sen a — gt. 


= v 0 í eos a. 


Igualando al coro el jar.obiano £j ~ • 


X »ma = II. dr. ilmiilu 1 =-2- 

Í scn ct 
orina 


1 las 


obtenemos 

ecuaciones 


oSí-Kt’i'aX 

para métricas 



dga. 



__£í_ 

2g9eit*ct ’ 


Eliminando a, obtenemos 



«íl 
M ■ 


Así, el (liscriininanLo es una parábola cuyo ojo está orientado vorlicnl- 
inoiilo Imcin alia jo por el ojo Oy, el parámetro os i ({nal a uj/ff y el vür * 
tico so encuentra en el punto A/ 0 (0, v¡/2g)~ 151 discriminante os una 
onvolvcnlo (íig. 145). 

.110. has ecuaciones do la familia (Iig. 140) son: x <= a eos v eos u, 
y a son v son u. Igualando a cero el jacobiauo . obtenemos 

son 5 u eos* u — eos 5 o son* u — 0. o bien sen (u + o) sen (u — o) ■= 0, 
o ilion v — —u, v = n — ii, v = u, ii * —n -f- u. El discriminante 
se compone de cuatro segmentos de las rodas 


x ± y — ±<i- 

listos son cuatro lados del cuadrado con vértices en los puntos do in¬ 
tersección do los diámetros do circunferencia que descansan sobre los 
ejes do coordenadas con la misma circunferencia. Cada uno do los 
lados del cuadrado es una onvolvenlo (fig. 147). 


317. » - ± 1(4-|. 9*,)’/* - (4 + 9x,)’/»l. 

.118. J — VV+i /T+Tf-ln |-fH-|4-ln 


1 - 1 - V 1 4 •’? 

14-/14-' 


319. J-=n Slt —— 
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320. 


s— In 


sli T, 

3 I 1 r t 


321. s = « (l| — t\)/2. 

322. f = a (In sen í, - ln sen /,), donde 0 < /„ 
Jtf¿ ^ íj, í, < n. 


í 3 ^ n/2 o bien 




I'ig. 145. 



323. s = Jo tg (Sn/12). 

324. s— 21^3. 

325. j = ^ + ln 2. 


326. * = lnlg 

327. s = <ch 4 — l)/2. 328. i = 24a. 

320. * = 2 a (y'2 + I„ (Yi + l)|. 330. , = 8a. 


13* 



ftcspucslns 


l'.KS 


33 I. s (ni I) 332. x — (»n. 

333. s = fifi. 

334. s — IW3. 

3 

335. * = jj ni. 

330. 12n /i + w ¡ ln(2« J / 1(-4n-)|. 

338. lina catenaria. líl pimío A es el vértice. 

342. x — II eos ('//O. a “ » ■mío (*///)- 

343. ./ drsli (*/*), !/-— 1 / ’ 

344. A ~ | sen x |/(l + eos 1 *)»•*. 

343. A — «/#*• 

340. k — V p/U' + 2r) v * “ />’/(r -I- p’) 5 / 2 - 

(¡ . "4 


347. A 
343. A 

350. I< 

352. A 

353. k 

354. A • 


348. k 


I (4 1 •»/*>•/- ' 
hIi 

(.r*sli*« ¡ Mi li 5 l)»/* 
1 


(o» rpii* l -\ Ifl eos* /) V ■ ’ 


4n |ai!ii ( 1 / 2 ) I 
( 2; /(,-•)/„ (i -i **)»/>. 
3 

4« Icos (if/2)| - 


351. k ¿H:\n\sn\2t\). 


r. 




mnil 


i x , r vv 


l'u 


i\ 


o 


355, 350. A~ 


(/ ■% -l- 

(Mr» -|- n V)'/* 


nb 

\n‘ -•e*jr*|=V i ’ 


clomle k es lo excentricidad. 
357. A—O. 


338. A=- 


353. INDICA! ION- I' — I i X Ar |, donde I es ol vector unitario do 
ln la rige uto. 

303. /? = a clg í. , , , 

367. El ceulrn de curvatura de la elipse x — a eos l, y = o sen ( 
en el vérlico A (i — 0) es O ( cVa. 0) y en el verilee O (I = n/¿) es 
/.; ((), —c’/t>), donde c s = n’ — 6 *. I.os puntos D y Eso encentran Cli 
la iiilcrsccción do la perpendicular linjada desde ol punto C (o, 6 ) 
a A B con ios ejes de las coordenados fig. 148). 

, (M 2 , , 4* , . / . e 2 \ 2 a* 

; tG8 . (x-—) '•+{•+ — ) = —• 
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3B». [r--- yY + ^I 

370. <.e 2)*-t-(¡, -2)* = 2, (,-| 2)* + (y + 2>«~2. 

(“f'" 2 - “¡7 t)- 

372. Los puntos en los cuales la curvatura es mínima: ((2» + I) an. 
a + d)\ los punios en los cuales la curvatura es máxima: (Znm. 
a — rf) (n es un número natural cualquiera). 



Fig. 148. 


373. 

370. 


A (3n/2, o) y II (0. O). 
. (y 8 4 p»)"/’ 

P* 


*«-P-\ 


J-.r 

2p 


'Ja 


Hay tangencia de tercer orden cu el vértice O ( 0 , 0 ) de la parábola. 

377 . Supongamos que la línea I, está definida por su ecuación 
vectorial /', =- r, (■’), donde * es la longitud del arco He esta linca, leído 
o partir del punto M y enmn origen O de la lectura de los radios vecto¬ 
res se toma el punto M. Escribamos las ecuaciones do la línea I, con 
respecto al sistema do referencia do Frcnot, tomado en el punto Al. 

Sustituyendo en el desarrollo r, (i) = *»•, -f r, -|- ... la? 
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expresiones r, = /-, = *,/»,, olilenoinns 




lie mi modo análogo para la línea I, 


x = s + ..., .1/ ■ 


•*«+-.. 


Sea í 1 un punió sobre la Inngoiile l, próximo al punto Af, y supongamos 
i|nc la perpendicular a 1 trazada en el punto P corla las lincas I,, !j 
on los punios A/,, A/j. Entonces do las oenneiones (*). (•*) obtenemos, 
i cspecll va me n lo, 

l/ , d/|l"4-* , r» I .... |/'«,|rri-» t t*-l-... . 

Ounn *i < *,. entonces 1 l'M, | < | /'Al, 1 (fig. 1411). 

Mi. (» — ■j’) 2 —■§• ("3 *)• 

.182. Es un punto, centro de lo circunferencia. 

381, X=*- ~ bt eos»>. y-E=¿L*»*« (fig. 15(1). 

/» ü 


.m *z.J2±üch«i. 


;18\ X«=— 4.r\ 


ah 1 1 (fig. 151). 
o 

y nM 3x* 4 . -L (fig. 152). 


• 1 ( 2 *— 2 )*— «***«-' 1 . 


r „ (fig 153). 

2 * ( 2 t -i)d»-< 

187. X~-^-|<2* -l)*-(2M-t)*^**‘l. 


v 1 - 1 -( 2 *- 1 - 1 ) (A* M).'> 

2* (2* +1) x 5 *- 1 


(fig. 154). 


388. X^2x+-j-, 

389. X ■= r-\- eos .e - 


K = !n * —x*— 1 (fig. 155). 


*.X., + M .,lgi I ,fig. 156). 

3iMi. x—j - 
nIZ < r < n/2 (fig. 157). 


V -.= — 


2 eos’ x 
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sai. X = <1 ln Ig (1/2), Y = <i/sen t O y = a cli (X/n) (lig. Ir»8). 

.1(12. X = -^r- (eos <p — cos= <p-|- 2), i'(1 — 003 <p) sen >p. 

•3 i) 

Hs uno enrdioide (íig. 159). I'.irn l.i demos!ración es suficiente efectuar 





ia sustitución de] paríinelro ip = n — í y la transformación de las 
coordenadas por Ins fórmulas X' — — ( A' — ~ n) , 1" = Y. 

393. Kig. 160. 394. Fig. 1C1. 





Hcsptteslai 




Respuesta* 


203 


300. Xr,-i-+_ r ¿_(C-ln(í + VWó». 

X (C —ln (í-M'Í’Tó». 

400. s — 6a. 



f 

7»T4 


X 


INDICACION. Válgase de la siguiontc propiedad de la ovolula: si 
el radio de curvatura de la línea so cambia monótonamente, entonces 
la longitud del arco do la evoluta comprendido entro dos puntos suyos 
es igual a la diferencia do valores del radio de curvatura do la línea 
inicial en estos puntos. 

401. 402. í = 8a. 

403. ( 27,-,.8). = [4H-0- f5 |H^.] S . 

404. .< = scc a + ln tg (a/2). * = sen a eos’ a, donde tg a = x. 

405. /Í J ¡= 2ax. 

400. /?’ -|- a’ = n*<?-*•/«. 

407. *> + O/?* = IGa*. 

408. Uno circunferencia de radio 1/n, si n ^ 0, y una recta si 

a = 0. 

40!). tina espiral logarítmica. 

410. Supongamos que »= tg a. Entonces 

t a . 1 + son a ( __ 

2 " 1—sena ’ 1 cosa ' 


de nqui, y = cli (.r/2) es una catenaria. 

411. x= a (2/ + sen 2t), y — a (2— eos 21), osuna cicloide. 

412. j -=-¡T sc^i ~' i ' — nclga, una parábola. 

413. .r r“(cos a -l-scn a), n — -j- «“(cosa—sen a), es un» 

espiral logarítmica. 

414. x = a (a sen rt eos a), y — a (sen a — a eos a), la evol¬ 
vente do una circunferencia. 

415. x*=aln tg (-?- t--?-] , 3 ——— , es unn catenaria. 

\ 4 ¿ J eos a 

416. Si los ejes de coordenadas se eligen del modo indicado en la 
fig. 164, entonces las ecuaciones pnramctricas do la cicloide requerida 
se escriben do la forma 

x => a (1 — sen 1 ), ;/ = a (1 — eos 1 ). 

l,a velocidad do un cuerpo que cae so determina por la fórmula » = 
=■ 1^2gA. En nuestro problema 

ft = y — = n (eos l„ — eos í), 

donde l„ y t correspondon a los punios M 0 y M . I’or eso 
v = Y 2 pa (eos l„— eos O. 







.Son posibles también otras ecuaciones paramé tricas. En particu¬ 
lar. escribiendo la ecuación 


** + »* — Itx = 0 

en la forma 



Fig. lOfí. Fig Ififi. 


obtenemos 

* = -j-(1 + eo9i), u = -íp- son i, i=*±ll sen-i-. 

Ó20. a) Inl.rodur.iondo el sistema polar do coordenadas, la posi¬ 
ción del punto M la determinamos por su distancia r a partir del punto 

O, por la latitud i|> = POb y por la longitud q> = jOT (fig. 107). 
Según el enunciado >|i = — X, donde X — iOb y <p = roí. Determi¬ 

nando r de la condición ^ = mr y snslilnycndn el valor hallado do 
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r = r 0 c" u Olí las ecuaciones 


obtenemos 


x — r eos ipcos <p, 
y = r eos <|> son <|i, 
i ¡es r sen -|J>, 


} 


x r= ae'" r eos >r, v = "' l " f sen ip, 
ilomlc k = mita, a — r 0 son X, b = 


í = be *\ 
r„ COS X. 




b) x = al cos I, y = at son (, x = 6f. 

421. x* + i a = <« a , 1 

p a + = / 

X = o cos t, 

»■=■ ± 3^i> a —/r a sen» t, 
i = n son t. 

Para a = 6 obtenemos dos olipses (lig. 168). 

422. indicación. Eliminar el parámetro t- 

423. y = x*, i = 0; * = x*. ¡r = 0; «* = y 5 , x = 0. 

424. x a — y 4 = a 1 , t — 0; x = a ch (»/<), y = 0; y = a sh (i/c), 
x = 0. 

«25. x J — y* — x — y + 1 = 0, í = 0. 

INOICAOI0N. Eliminar t de estas ecuaciones. 
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428. Por ejemplo, y = i*. j = e*. 

429. Las ecuaciones de los cilindros buscados son: 

*• + <»-t)*-l. X.|.(.i.) 2 =1 . 

432. I,ns recias i = y, i = 1; x = —y, i = 1; x = », z » —i; 
r =* — y, z = —!. 


433. 


434. 


•*-/2 y-1 


V^2 

i —e 


s-1 


n 

’T- 


e — «-> ' 2 • 

435. .r = y-f-1 «= *, 

430. -r-|--^-(4 — n)~y.—p-jr-z — n; r r 

437. 4f, (-2, 12, 14). M, (-2. 3, -4). 

438. * = 2.1 y + 2« =. I). 

2y - « - 0, / 

—~ V 1 — ' • x+2y-|-3«—fl-*ll. 


439. 


1 2 3 

De la inlorsección de las langentus con el plano rOy resulta la pnrá- 
lioba y = x 1 . 

X—T 


441. 


y-y *-■ 


Zyz — — —II y • 

— H y %=*<). 

442. La circunferencia 


2 V‘X + J (/f - 2.r) V - 


** + tf 1 = + 6’). s « 6/ / fl*H- ft* 


(las ecuaciones do la bélico se toman en la lorina x = a eos t, y = 
— o son /, i = fcf). 

444. Sean * = * (I). y = y (/), « ■= a (I) las ecuaciones para métri¬ 
cas de la linea. Son justas las identidades 

F (* (í). V ( 0 . « ( 0 ) «= 0 . 

<V (x (I), y (t). » (0) =■ 0. 

de donde obtenemos 


dF . . 0F 

-*r d * + nr 


»u 

Ox 


rfz-|- 


<> 1 > 

Oy 


ríy-l- 


dy + 


0F 

Ot 

9t> 

0z 


di = O, 


rf i = 0. 
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lista.» relaciones «Irlrrniinan las relaciones ile las diferenciales 
en la forma 


<// 


dh 

Oh 

oh 

dh 

Ó? 

0z 

•te 

i)x 

dr 

d'l 

<7>l> 

d'l> 

/7<l> 

r>l» 

Od> 

d'l> 

dy 

Oí 

0r 

Ox 

dr 

dy 


Uo osle moilo, las ecuaciones do la tanpenle toman la forma 


01 

dh 

dh 

Oh 

Oh 

dh 

d'l 

Oz 

Oz 

Ox 

0r 

Olí 

d'l' 


d'l' 

d'l< 

dl|l 

<Kl* 

do 

•i 7. 

•te 

Or 

t)r 

dy 


y la ecuación do! plano normal 
01' di Oh dh 

ilil dr ¡I: Oí 

d'l' .Kll ' ' _n'0_ _d0 

dtj rlr dr i)x 

o Iripii 


Oh 

or 


1te 

0x 


*)*«» 

(1 

d'l' 

■ y) 

~te~ 

dx 


S -x 

l' y 

7. -- ; 

<>r- 

Oh 

Oh 

•i r 

oy 

di 

í/*l» 

0>\' 

d'l' 

O.T 

'>•/ 

Oí 

') 

7. — : 


>c 

ry 

* 


OF OI 
Oj Oy 
d'l> .a|t 


(«—s3— o. 


"U (X - r) H- bx {Y - y) + ry [7. - ») = 0, ** + y’ * (I. 

440. —--—1-— = 1, ryt /=»■ 

•r y ¡ 

451. 3x. 3y + * + i = 0, 3r — 3y + » — I = 0. 

I08x - I8y + i — 218 = 0. 

458. bX -|- aY -f~ nbZ =- 2/ifc. 

454. (.Y son (l — a) — Y eos (f — a)| son a 4- 7. = l son a + 
+ eos a. 

455. 4.r — y + i — 0 = 0. 


«• -r-A-^ 


—r =-y— son li9 ecuaciones <le la normal principal. 


son las ecuaciones ilc lo l>¡normal. 
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- 558 . 


x-i 


B — i 


i —1 


so» !ns ecuaciones de ln normal 


H 8 —9 

principal, 

= ~~1— son ' as ecuaciones do lo binoriiinl. 

-560. A (5 , In 2, 

4C2 . t „Í+A, «-/+* . b= . LUZ ,f , 

k1 /6 /3 ’ 

3 3 4 

463. t— g- eos ti + -g-sen I/ g- fr, n = son ti + eos Ij, 


4 4 3 

¿> = -g- eos (i-~ son 1 / — — fc. 


-564 


• ( son "jr i + c ™ -j-/ —*) • »*-cos-i- i —sen -i- >. 

-( 80n IT i-l-cos -L/ + fr) . 


466. De la tangente: 

X — a eos t 


Y — a son I 


%-bt 


— n son f o eos t h 

dol plano normal: 

(o son I) X — (o eos t) Y — bZ + bU *=> 0; 
de la hinormal: 

X — a eos t y — a son t Z — ht 

a son t ~ —b eos I a ' 

dol plano osculndor: 

(b son 0 X — (b eos 0 Y + oZ — abt = 0; 
do la normal principal: 

X —a cosí Y — asen t 

. —--—-- ■ 4 = OI) 

eos t son t 

el plano roetificanto: 

X eos t -f- Y son t — a — 0; 

* •( — a son ti-f- a eos tj+hk), n=>— rostí—san ti. 


Y n» + M 


1 


/«’ + »* 


(6 sen ti — h eos t/ + nlt). 


r-le • r-lc 

467. p , — r - ; -r, p, = r — —-r, 

rk r-k 

P» = r - ( r x r ">- 
krr 


14 - 0143 » 



2(0 


llcspucsta* 


donde el punto sobre la letra significa lo derivación con respecto al 
parámetro *. 

4G8. j-“ -hü. 


469. Y =- n eos ■ * — . V —a sen ■ — ■ s — , 

y a 2 -|- ó* 

'■70. s~8 /Zo. 

471. — Oo. 


Z = 


6$ 


/ " s -l- ó ’ 


473. s=“« Y 2sil (. 

474. di» = rfr* -|- r* rfqi* -|- rfi». 

INDICACION. I<as coordonadascilindricasr, <p, i están relacionadas 
con las coordenadas rectangulares cartosianas i, ;/, i por las fórmulas 
x — r eos <p, y =• r son ip, « = j (íig. 1G9). 




475. rf«* ■= dp* + p»dO» 4- P’ sen* 0 d<p*. 

INDICACION. I-as coordenadas esféricas p, 0, <p están relacionadas 
con las coordenadas rectangulares cartesianas x, y, i por las fórmulas 
-r —• p sen (I eos ip, y — p son 0 on <p, « = p eos 0 (fig. 170). 

470. INDICACION. Emploandos las fórmulas do Frenct 

t = kn, n = —kt xó, 6=—xn 
y tomado en consideración que r—l, bailamos 

/•=*/;, r =t — (kn)‘ — k a t + bib-f-kn. 

477. Escribiendo el vector buscado en lo formo 
m = of + bn + rb 

y utilizando los dalos del problema, hallamos 
ni = xf -f- kb. 
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lil vector M es ln velocidad ungular iiistnnUíucn tío! sistema (lo 
referencia do Proncl al moverse el pitillo por la línea con la velocidad 
igual a la unidad. 

484. * = «/<a*+6*)x = 6/(it» + fc»). 485. k ••= 2/(1 -J- n «). 

"««■ ‘-"-tot* 


487. k 

488. k 
481». k- 


V2 


X ” <t«+«-!)* * 

— x = Zt/(l-f 2t«)*- 
3 

25 sen l eos t ' 


25 sen I eos I ‘ 


480. o = h. 

4111. Los punios correspondientes n los valores dol pnniinolro 


(*-'•<*. ± l. ± 2, ...). 

492. Los punios correspondientes a los valeros dol parótnelro 


t = 2*n (* =0, +t, ±2, . . .). 

494. i — 4y + 2* + 1 = 0. 

I * —e, y — c, x— e,| 

d| «i «x I — fl. 

I>, b, b, I 

490. / (I) = e, + C| Km I + t, eos t. 

497. u) Sen a el vector unitario do la dirección fija. Rnloncos 
a-t = eos v (i> = const). (•) 

Dorivnmns la igualdad (•) con respecto a *: 

«•< = 0. 


Por consiguiente, ka n = 0. Excluyondo el caso on mío * ® 0 (roe¬ 
las), obtonomos 

a-n = 0. (,♦) 

tonto, los normales principales son perpendiculares a la 
dirección fija. 

Y viceversa, si ol vector) n on el punto corriente os perpendicular 
a la dirección fija, entonces es cierta la igualdad (•). 

b) Suponiendo quo x ^ 0 y teniendo on cuente la toreare íór- 
muln do t'renat, obtenemos de (»») 


do donde 


a-b ~ 0, 
o-6 = const. 


(...) 



■m 


Hexpucxta* 


t’or el contrario, diferenciando (***). obtenemos (**■)• 
r.) Diferenciando (•*), obtenemos 

ka-l = xn-6. 


de doinlo 

= («• b)H<i ■ t) = cotí»!.. 

Inversamente, (le la primera y <lo lo torcera fórmulas (le Kronot so 
deduce 



de donde 

yí-|-¿«- 0 , j- 1-|.6 —cnnel-^ rr. 

Mullí plica mío oscalarmenlo por n, nhlcnoinos a-n 0. l’or lo lanío, 
so cumplo lo condición (»♦). 

'•1)8. INDICACION. 



lucen vólgaso dol problema <97. 

501. Son (1, «. v) la dirección lija. El «iigulo comprendido enlro 
in tangente n la llnen y osla dirección so defino por la ecuación 

/i + 26lu + 3cI*o 

CO! " P ' Y 1 + u* -b 0» / «* | </.«!»-l- 9r*í' ' 
l,a condición do indopcndoncia do q> con rospoclo a l consiste en 
qno la fracción 
fSctíí* -|- 2ír<u -|- o)» 

9c*t* |-4b*f* + (i* 

9c*o*t« -1- Hbciwt* + 2 (26*u* + 3oco) + «* 

— ‘ !fe*l‘ + 4ó*t* + a» 


no dopondo de 
4nbu = 0, 


l’ara esto os suficiente que 


12ócuu — 0. 


9e*c* 2(2b , !i" + 3-icu) 

9c» — 46* 



de donde 

« = 0, o* f, 26* = ±3ac. 

502. indicación. En es lo caso c ■ t = 0. Diferénciose esta relación 
y empléense los fórmulas do Fronot. . 

505. La ecuación de las líneas se puedo escribir do la lorma 


r = r (í), p = r + Xn. 


(•) 
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Dado que p' X " hallamos quo X — const, ríe ln condición do ca¬ 
rácter coplnnar de los vectores p'. p", n obtenemos 


x+X (¿x — Ax) =tl. 
Dividamos la última igualdad por x 1 : 


(**) 


_l + xi. = _p, 

x x 


do dolido 

X* -f px = 1 (***) 

Inversamente. De (*»•> se deduce (»•). Sus ti luyendo ol valor de 
X do (*•) en (•) obtenemos ln ecuación do la línea buscarla. 

500. Según el enunciado del problema l* = t. Derivando e->to 
igualdad con respecto a s, oblonomos 

,. . d»* 

**n* -r- — kn. 
d.» 

l’ci'O como n* = «, entonces 

*• n 

6, oblonomos 


da 


Ducgo, derivando cutí respecto a * la igualdad b * 

. d** 

— xn* —-—— —xn. 

ils 

do donde 

d«* 

*x. 


d*' 

dt 


(**l 


l'or último, continuando (•) y (»•), oocnulriiinns las reluclooos luis- 
cadas 

— — H * - ** 
k di* x ' 

VE3Ü3 k » (k\- 

Islfc ~ «A"(k‘ + x‘) \ x ) ■ 


510. A* = - 


Si— -seCOIisI. entonces x*=M. 
x 


512. 


*«+x» 008 ^ ff= fc» + K« 


son q>. 


*»-|- x« 


5(3. Da curvatura y la torsión de Ja hélice son consuntos; por 
consiguiente existe un número ¡nlinilo do pares do valores de X y p parn 
los cuales XA- + |«= 1. A ellos los corresponden las hélices que están 
sobre los cilindros coaxiales al dado. 

Invorsamoule, supongamos quo a la línea do Bortrand C lo cor¬ 
responden dos linees quo tengan con la dada las normales principales 
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coimmos. Entonces 


A,*+|t,x=l, i 

4+h*=l, / 


(*) 


donde X, .76 X, y, por lo tanto, p, *¡k p,. No puede ser X./X, = |i|/íi 3 , 
pues entonces do (•) resultaría quo X, = X,, p, = p,. í’or lo tanto, 

|Ü; | 0 y do las rolncioncs (*) obtenemos dctorniinados valores 

para k y k (constantes), o sos, la línea os una hclico. 

« cíe c c Vi 

2o* i* • 5 S ' * — x_ 4é« -|- 3 i • 


514. = 


517. Lo Inverso no es cierto, ya que on la expresión del vector 
r entra x. 

510. Como la distancia entre dos puntos do la linoa es equivalente 
a la Inugilud del arco A s onlro ellos, entóneos ol problema se reduce ni 
cálculo de I» distancin mínima onlro las roelas 


p = r (i) -1- c (i) X, 

P “ r (t + Ai) -|- e (,« -f Ai) X, 
dolido a («) es sucesivamente igual a /, n, b. 

Calculemos la disUiucla mínima por la fórmula 


IMt+Ai)— r(») , c(i), c( H A»))l 
V(c(i)x«(i + Ai))* 


para p.— l 


= I(A>~, t(i), MH-A»)) | _ »Ar. (, A t ) | 

V (1 (*) X l (* + &*))* /(txAí)’ ’ 

A» *» <A« + y kit Ai* + i- (x*6 + kkn — **í) Ai 1 + ..., 
Ai = kn&s +.... 


do donde 


Aj# 

rf, = ^_fcx+...¡ 


rf, os un infinitósimn de tercer orden si kv. yí 0. Do un modo análogo 
lindamos que d , y d, son innuitésimos do primor ordon. 

520. Cumulo el paso do la bélico es igual a la longitud do la cir¬ 
cunferencia del cilindro. 

522. f? = (e< + e-i)* jX-i + (*« -e-«)*. 

523. /?*= 3/2*'. 

526. Ln hético cuyo paso es igual ol do lo hélice inicial y que está 
solire un cilindro circular con eje Oí y radio b’/a. 
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528. x =» / (u) eos v, v = / («) se» », * = g (u) [fig. 171). 

529. x = {a + 4 eos u) eos u, y = (a b eos ir) son u, z — 

= b sen n (fig. 172). 

530. x = a ch (u/n) eos o, y = a oh (n/a) sen v,t= u (fig. 173.) 

531. x = a son « eos u, y — a son u sen ti, i — a (In Ig(u/2) + 

-I- eos n) (fig. 174). 

532. Ünn vos escritas las ocuaciones tío dos familias do gonornlri- 
ccs rectilíneas y despojados do ollas x, g, s, eblondreinos 

x = a (u -j- o) y = b (v — «), s = 2ui> (fig. 175). 

Las ccuaoionos paramélricns do la superficie t = pxy son: 

x *= u, y = », i = pttv. 

533. x = / (u), y = <p (u), « = o. 

534. x ■= a ch u, y = 6 sh n, i = u, dol cilindro hiperbólico 

(véase lo fig. 12); 

* = )/ = u*. J = n, del cilindro parabólico (véase In 

fig. i li¬ 

sas. r = p («) H- ve. 

530. * = u + v, y =• u* -\- 2v, t — «* -f- 3 U . 

537. Las ocuaciones paramctricas do la supercinie son: 

x = eos u — v, y = son u + 3u, t = —2u, 

de dolido 

(*-t) , i-('+4 

538. JNDlCAClftN. Si la dircclrir. está ilofinidn por lus uciinciunes 

X - X (í). Y - K (<), 2-2 (*>, 

entonces las ocuaciones pnrainélricns de la superficie cilindrica serán 
x = X (/) -|- XI, y = y (í) +- Xm, i = 2 (I) -|- Xn. 
Eliminando do aquí Xyl, oblcncinos nnn ecuación do la forma 
f (jix ~ le, ny — mi) = 0. 

539. (nx — fi)* -j- (ay — i/ij)’ = nn (ny — mi). 

540. b) Por ejemplo, x<=n*-f-l, y — t.- 1 —1, i —2n; 

<•) * ~ 10 P--12 _s—4 

541. x — a = v 1/ (u) — a), y — ó ~ « I ip («) — 6), r — e — 
— u [♦.(«*) — c|. 

Eliminando do estas ecuaciones los parámotros « y u, obtenemos 
una ecuación do la forma 


X — n 


y -b 






Respuestas 


217 


544. A pertenece, D no pcrtoneec. 

545. Un cilindro elíptico. 

546. (x 4 - (y ~J ,)l -|- „ i, «na elipsoide. 

547. El paraboloido de rotación i = i* + »>. 

548. u es la distancia entre el punto y ol vértice del cono, o os 
la longitud del arco de la linea cuyos puntos están alojados «leí vór- 
tico a una distancia 1 . 





Fig. 178. 

54!). Dos lamillas de rectas paralelas (fig. 176). 

550. Los rayos «jue parten del origen de las coordenadas y una 
fniinlia do circunferencias concéntricas con centro oti ol mismo (fig. 177 ), 


Ilctpucsla « 


2IR 


551. Las lincas » = oonsl son una familia ilo elipses coufocalcs y 
un spRiiictil.o |—i, i] do! eje Ox; las líneas n = const son una familia 
d<! hipérbolas r.ontocales o intorvalosl — oo, I) y (1, oo( del ojo Ox 
fíig. 178). 

552. Las generatrices rectilíneas. 

553. ¡I) x = a eos (u -f o), y = a sen (« 4- o), z = bu; 



ti) .r = a «os n, y => a son w, » ■= bu -|- u; 

c) x = n «os (b -|- «), y = a sen (u -1- u), t — 5 (« — o). 

551. r = p («) -h np' (“)• 

555. Las ociineioncs de la figuro 

= a (eos B — ti son u), y = a (sen u + eos u). *=*(« + o)- 

No es lina superficie. Sin embargo, si do la figura so oxcltiycn los pun¬ 
ios do la hélice inicial, se obtiene una superficie. 

550. Si como ojo de rotación so toma Ot, entonces las ecuaciones 
del licllcoido tendrán la forma 

x = b eos o, y = u sen v, i — f (u) -I- au, 

donde » es !n distancia | MK I entre el punto M dol helicoido y el ojo; 
i> es el Angulo do giro del plano do perfil, medido a partir del plano 
.rOi; n os una constante, o sea, la relación entro la velocidad dol movi¬ 
miento do avance y la velocidad nngulnr (íig. 170). 

557. r — o eos p, y — n sen o, i ~ no, es la ecuación del licll- 
oniilo directo (tic. 180). * = n eos », y = u sen o, * = mu + ao, lo 
dol helicoido oblicuo (fig. 181). 

558. * = o (f — n) eos v, y = a (1 — u) sen o, i = bi>, es la 
ecuación del hclicoidc directo. 
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559. r — n eos o, u = u sen v, x — f (o). 
En particular, «i 

/ (o) = no + b, 

se oliUcuc un liclicoidc directo. 

5G0. t (z> + y ») = ¿nxy. 



I'ig. 180. I'ig. 181. 


001 . x = li eos o, ;/ = u son o, X = n/cos o. 

502. /• = p(,)-f 0 ( eos g + ■ ■ (} X P* son o) , 

Irl Ipxp! ' 

domlu a os ol ángulo comprendido entro la normal principal do 1» Uncu 
y el radio do ln circunferencia, que va a un punto arbitrario de la su¬ 
perficie del tubo. 

505. En vez de u y o introduzcamos los nuevas variables ’f y 1 I 1 
niudianle las fórmulas 

in — <1 n 

y sustituyamos estos valores en la ecuación vectorial del helicoide 
f = u (eos o i -|- sen y /) (- ank. 
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Respuestas 


Haciendo 

p (t) — c (coa íí -f- sen ij) -|- allí. 
obtenemos 1» ocuncián > 1 cl hclicoido on lo forma 

r = y f> (T) -I- y «* <♦>• 

500. t,»s ecuaciones de los paraboloides 

ZL + üL = 2z 

P ~ 1 

se pueden ropresonlar de la forma 


r ~ ("*+-£ *) +i"'* ■£*)• 

587. Son Af „ (x # , z 0 ) cierto nimio de una superficie de segundo 

orden / (x, y, i) — II. IJnn recia arliKrann quo pasa por el punió M„: 

' -re _ v — y t „ »-«! 

ti 1 > ■' l 

••orla osla superficie en el punto M cuya «-coordenada se determina 
por In venación de segundo grado 

/ {ro -I- u (« — «,), y, + e (* — * 0 ). *) = 0 . 
lisio ecuación tiene, por suposición, una raí* « 0 do donde rcsullu que la 
segunda rnfr., la cunl oa la «-coordenada riel punto M, so expresará 
tncdioulounn función racional de u y v, con lo que se demuestra la níir- 
mnción. 

561». a) t,as rectas tnngontcs son: 

, , *—1 y «—X 

„ = O, i = X y —j— = -j- = —J— •• 

los planos nórmalos: 

x — t = 0, (x — I) -|- y A- X (« — X) = 0; 

l>) eos a — \¡Y 2 + x«. 

571. I8x-|-3y -4z—41 =0. 

572. 3*-y-2*-4~0¡ 

573. 0.c.-|-3y~ 2í~7 = (i; í-jj-i = = Í£~ . 


574. x-f-y —1^2*=0¡ lo normal es — — = ~— ¡ ^ = 
= —-- r= ; la laúcenle a la linca es «:=2; r+»f-2/2, « = 2. 

— Y 2 


575. 3X-1-Í2» --«-- 18=0; 


x—i _ y-2 »-n 

3 - 12 — 1 • 
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576. 3-r Y'hj-\- 12*-—160--¡O; 
577 . 3* -2y+3*-d-0; 

R 7 *--í£ + J 5r-+ 


* — 3 _ y —4 i — 12 
3 — 4 — 12 

i-3 

3 ~ -2 ~ 3 ’ 


57!). * eos u eos o + y eos u son e> — < son u + 

-i- o (ln tg (u/ 2 )) son u = 0 . 

580. lo son o — ya eos u + tu — auu = 0; 

z — u eos o _ y — n sen i> _ i — an 

asoné —o eos o — u * 

A lo largo do ln linón u — ti, las nonnnles consorvnn un Anguín 
constonlo con oí ojo Os. A lo largo do la linos v — v, los normales son 
paralólas ni plano constante. 

581. 12* + 9y + 20i — 230 0. 

582. * + y + « — 3 = 0. 

586. Las ennrdonndas curvilíneas de los punios so dolinon por las 
ecuaciones 

lgu = ±C//d» + B» , lgv = BIA. 

503. (/? — r (»)) r (s)r (*) = 0. 

El plano tangente os invariable a lo largo do la goneralrir. t = 
ñl coincido con oí pimío osculador do la linca r =• r (*) para x 

508. La ecuación del plano osculador so puedo representar do ln 
forma 

l‘ (c) (* sen e — y eos e) — u (o* eos c -|- oy Mil e — s + / (c)| *» 0, 
do dondo se deduce quo lodos los planos pasan por la recta 
y =» * tg e, a* eos c + ay sen e — i + / (c) = 0 . 

500. Tomomos ol punto de intersección do las normales como orb 
gon do los radios vectores. Entonces 

r.d B r= 0 , r-d¿r= 0 . 
do donde resulta uno r* — coust. 

G 01 . Si a os ol vector director do la recta dada y el nrigon do los 
radios vectores so toma sobro esta recta, entonces los vectores r, a y 
d u r x d„r se encuentran en un mismo plano y 
»'•(OX (O u r X á„r¡) — 0. 

Según la regla dol producto vectorial doblo oblenoinos 
(r- 3 u r) (<i-<y) — (r- 5 n r) (a-d„r) = 0 . 

Poro oslo so puedo escribir do íorma quo ol determina lito funcional 
sea igual a coro 

'V’d 0 («•'•) - V* o* (« •'•) = n. 
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lie ¡M|iii resuIlíi que entro las magnitudes r* y n-r existe la dopciideit- 
('.¡a luncioniil 

f* = / (n-r). 

Kscngicndn ol e.jo Oz n lo largo del vector a, obtenemos 

*• d- - / w. 

qim es la superficie do rotación. 
fiOfl. Sen 

n = r <*> H- ii» (*) 

In nounr.ión de una .superficie; y r (*) ln arista cío retroceso. Tenernos 

d,n — t -f ukn, o u ii = t. 

El vector do la normal n la superficie 

A' = d,ll X d u ll = uk (n X t) 

está orientado por ln Idminnal n la linea »• (.») qno es lo quo era licco- 
sario deinoHlrnr. 

tiOfi, Ni'.i.líSltiAU. Sea o ol vector dol plano director ortogonal. 
Entonces «-a = 0. l)o aquí e'-n = 0, c'-a = 0. Por consiguíonto, 
ee'«' = 0. Si e" tuoso igual a 0, entonces c' seria un voctor constante. 
Poro n-e' = 0 y e a = 0. Entóneos e es constante y ln superficie de¬ 
genera en cilindro. 

SUFICIENCIA. Sea ec'e* =0, e' 0. Entonces ol vector c = 
- ((X c')/| c' | es constnnto, ya que c' =» 0. El vector c es ortogonal 
ni vector constante c,. o sea, es paralelo al plano constante. 

(107. El oje dol lielicoido. 

008 . t,n pnrnloin mínima de la superficie. 

GOfl. En finen inicial. 

f, 

RIO. II — r 4- ^ x , n, donde k os curvnturn ilc la llura ini¬ 

cial y k sn torsión. 

filf. Tomemos como directriz de la suporliclo oblicua 
It = r (*) + ue (i) 

la línea de garganta. Entonces t-e' = 0. El vector do la normal a ln 
largo de la generatriz fija os t, X e, -f u (ej X e # ); por eso la ecun- 
ción de la su|)erricie engendrado porjlos normales do ln suporficic ini¬ 
cial puede ser escrita en la forma 

ti = ''o + «e 0 + v (< 0 X e„ + u (c¿ X e B )). 
t,oa vectores c„, t„ X e„, e'„ x e„ son mutuamente ortogonales. Esco¬ 
gemos un sistema rectangular de eoordonndns de modo auo su origen 
so encuentre en el punto e„ y las direcciones do los ejes do las coordena¬ 
das coincidan con los vectores indicados. Entonces las ecuacionOB de la 
supcrficio obtenida serán 

x — u, y = av, t = 6i<», 

o bien 
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Esto es un paraboloide bicrliólieo. .Su vértice es el punto /•„, es dcr.ii', 
cslú sobre la línea de garganta. 

GI2. Escribiendo las ecuaciones de la linca on forma pura métrica: 


obtenemos 


i = 1/(0 


y --= 1/(1» - I). 


<f) (!) = O (O — 2)1(0 — 1)*. 


G13. I.a magnitud <t> (!) tieno un segundo orden de infinitud con 
respecto n ! y, por consiguiente, el primer orden de tangencia. 

GI5. Sea dofinida la línea por las ecuaciones 

*“*(0. y = y(0. « = »<*); 

*(«)-*(<.) v(i)-y(t') »«>-*(««) 

"M<) = *’(«.) !/'(«.) *•('«) 

*'«.) ¡r'M «'(I.) 

IIo|irosnnlando las diferoncins 

* (0 - x («,), y (0 - !/ (O. *(<)-* (Í.) 

por la fórmula de Taylor c igualando a coro on la expresión <l> (!) rl 
coeficiente para (í — /,)», obtenemos 

»"(«•) *"(í.) 

*'('») y'U.) i'(t,) =0. 

(I.) V "».) »' ((.) 

Por lo lanío, la torsión do la línea es igual a cero. 

017. x’4-í* = I, do un cilindro circular. 

G18. ay -f '/« = I. do un cilindro hiperbólico. 

OH», x* -|- (/’ -|- »’ — 2t y — 2u — 2 y¡ = 0, de un cono sin 
vórtice. 

G20. Por ejemplo, (x — C)* 4- y* = (O, C 0. 

G21. Por ejemplo, (* — C)> + V 1 4- O *■ C\ C -/* 0. 

G22. f,a envolvonto es el cilindro y' 4- 0 = I; las características 
son las circunferencias g* + i* = 1, i •— C = 0; no existe una arista 
do retroceso. 

623. Para las esferas construidas sobro las cuerdas paralelas al 
eje Oy 


El elipsoide envuelvo las esferas para las cuales | tg <p | > bln, 
donde <p es el parámetro de la elipse en las ecuaciones 

t = a eos <p, y = í> sen ip. 

Para las esferas construidas sobre las cuerdas paralelas al eje Ox 




Ug Ti se —. 
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Para la hipérbola * = a cli ip. tj = b sli (p obtenemos: 
a) si las cuerdas son paralelas al ojo Oy, oiilonc.es para b >• a no 
hay lina envolvente, para b < a la oiivolvcnlo so defino por la ecua¬ 
ción 

_í!__í!±i!= i 

„»_ 6 » 

Hila envuelvo las esloras para las cuales | lg 'p I < Va; 

li) si las cuerdas son paralólas al ojo Ox, entonces la ecuación do 
la envolvente para b yt, a lieno la forma 

**+«*, y’ . 

Si b > a, olla onvucivo todas las esferas, para 6 < a onvuolvo las 
esloras para las cuales | tg <p | ^ bla. Si b = a la envolvente es el 
plano y = O (compárese con los problemas 308, 300). 

(>24. La bélico 

x ^ h eos «, y — b son i, i ■=■ ha. 

025. rpi-|.|'. 

020. x* + y* -i- (* - C)*-a*C*/(«* + 1). 

INHUMACION. Lns esferas son generadas por la rotación do las cir¬ 
cunferencias lomadas en el plano xOi que tocan'los rectas x = im y 
tienen los centros sobro el ojo Oí. 

027. ha ecuación de la familia: 

(fl - p (»))’ - 

Dcrivnmlo non respecto o *, obtenemos 
<« - P) « - 0, 

ilo donde 

It — p = kb + pu, k * + i» 1 = a’. 

Ilaciondo 

k — a eos a, p = a son a, 
obtenemos la ecuación del discriminante en la forma 
ff = p + a (6 eos a + n san a). 

028. La ecuación de la familia es: 

(x — ó eos 9)’ + {y — b son q>)* + »’ — a* = 0. 

La ecuación del discriminante: 

(x* + y* + »’ + b* — a*)’ - 4b* (x* -f y*) - 0. 

En el caso de a > 6 la arista do retroceso se reduce o dos puntos 
(0, 0, a* — &*), o a un punto (0, 0, 0) si a = b. 

028. La envolvente 

((y - ¡»' + ** - /? J J l(y + «)* + *•-**)= 0 
représenla dos cilindros. No hay arista do retroceso (fig. 182). 
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G30. El discriminante se defino por ol sistemo do ecuaciones 

(«-!•(,)). 6 (*> = 0, i 

(/í — r (*))•« (») = 0. / 

Los características son las tangentes a la línea dada, lo arista (!«• 
retroceso os la mismo línea. 



t'ig. 182. 


G3I. El discrimínenlo se defino por ol sistema de cctiacionos 
(lt -r (»)>■<(«) - 0, -i 
(ft -r (,))./, (.)*(») -1 = 0. / 

Las características son paralelas a las Innormales y pasan por los 
centros do curvotura do la línea. La arisln do retroceso 

so compone do los centros do las esferas oscu la trices do la linón. 

032. El discriminante so defina por las ecuaciones 


</f -/•(.)).« (*) = o, 1 

(H - r (,)) .((x («) b(,)~ k (*) t (.,) = 0. / 

Las características están orientadas por los vectores do Darboux 
(véaso el problema 477). La arista do retroceso 

G33. La ecuación del cono con oje 0x: 

—** tg* a -f y* -f x J = 0. 

Damos una vuelta alrededor del eje 0¡/: 

—(x eos a -|- * boo a)l tg* a -f (—* sena + i eos a)’ y 2 = 0, 
o bien 


15 — 011.15 


y? eos 3 a + i* eos 2a — xt sen 2a = 0. 


ilcxpiicslttf 


22 6 


11 tilo» girar oslo 2 c-onn n 1 rededor del ojo <)z cu im ángulo p 
(p os el parámetro do la) la familia): 

(—x son p -1- ii eos P) 2 eos 2 a eos 2a — 

— t (* eos P H- y sen P) son 2a = 0. (*) 

Derivando la igualdad (•) con respecto a P, obtenemos 

(_.r son P -(- a eos P) (.r eos a eos P H- y eos a son p + z son a) = 0. 

El plano 

t. eos a eos p -I- y eos a son P H- i sen a = 0 

es porpondicular al ojo del cono y licuó con éste sólo un punto común. 
Eliminando p do la ecuación 

— x son P + y coa P =» 0 

y do la ecuación do la familia (•), (>1(1011011105 la ecuación do la envol¬ 
vente 

t (e eos 2a — Y r 2 + V 2 Son 2a) = 0. 


Ahora bien, el plano i = 0 y el cono -r 2 + V 1 — 2> clg 2 2a = 0 
forman una supcr.ficio onvolvonlo. 

635. Examinemos uno de las generatrices rectilíneas f do la su¬ 
perficie dada o. En lodos los puntos suyos el plano tangen lo n n a será 
el mismo. Construyamos las tangentes a todas las lincas do sección o 
por los planos pnválolns en los puntos que están sobro la generatriz l. 
lia evidente que todas estas tangentes serán paralelas. Poro entonces 
las normales a estas secciones planas en todos los pontos (lo la genera¬ 
triz i también serán paralelas y, en consecuencia, so encontrarán todas 
en mi mismo plano n*. Por consignionlc, la superficie sobro la cual 
están las nvolutas do secciones planas es la envolvente de los planos n*, 
o son, es también (lesa noli a ble. 

cae. s ■= o, * = —a. . 

637. Tomemos sobro la superficie una linca arbitraria D y cons¬ 
truyamos en caila punto suyo el plano tangente. Entonces la super¬ 
ficie so puedo considerar como envolvente do estos planos, ya que según 
ci enunciado dol problema cada uno de ellos toen la superficie dado por 
la línea. Por otro lado, estos planos tangentes forman una familia con 
un parámetro (el arco .<do la lineo O). Por consigiiionto, solamente una 
superficio desarrollare puede ser envolvente, o sea, las líneas (le tan¬ 
gencia son rectas. , , , 

038. Sean ylf¡ (*j, vi. z,) (I = i, 2, . . ., n ), los puntos dados. 
Tomemos lo ecuación del plano on la forma normal: 


x eos a -|- >j eos P -|- z eos y — p = 0. 


Las distancias entro el punto y el plano 

d¡ = x¡ eos a + ijt eos P + z¡ eos y — p. 
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Según el enunciado Hel problema 

n n n 

cosa 2 r i + C0B P 2 »i + cos V 2* ( -«/>=& = consl. 
(-1 !■=! 1=1 

Escribamos esla relación en la forma 


2*« 2*« 2*/ 

! -1- eos P —-feos v i=í— 


-p=-. 


Esla condición oiprosa el hecho do quo ol punto con las coordenadas 


&• 


n 

2 vi 


S*» 

i=i 


so oiicuonlra o una miaran distancia a partir do todos los planos do la 
lamina; por consiguiente, la envolvonta os una esfera con ol contro en 
esto punto. 

639. ds* ~ (/•• + g'*) du*-f/* de». 

640. dt' as II * (du* -f cos’u di»*). 

041. ds» = (a* sen* u + c* eos* u) du» -f o’ cos’u du*. 

042. di* = (a*sh*u -f c*ch»u) du* -f a*ch’»do*. 

043. ds* = (a’ch’u -f c*sh*u) du* -f a *ch*u du*. 

044. ds* = (1 -f 4u*) du» 4- u* du». 

045. ds* = du* + 7{* du*. 

646. ds* = (1 + **) du* + «* du*. 

047. ds* ~ ¿* du» f (a f 6 eos «)* du*. 

ch* (u/a) du* -f o* ch* (u/a) du*. 
a» cig * u du* -f o* son* u du». 
du* 4- fu* -f a») du*. 

rió 'd 11 1 + 1 (, í^ + S u ) d “ dv + ( a, + "’) 

C5Z. n) Para le superficie 71 = r (u) f id (u) engendrada por lns 
tangentes a la linea r — r (u) 


048. d** i 
049. ds» 
650. ds» 
G5f. ds» 


ds» - (1 -f **e») du* -f 2dii du -f du*, 

donde /c es la curvatura do la línea inicial. 

b) Para la superficie H *= r (u) -f vn (u) cngondrndn por las 
normales principales, 1 

ds* = [(1 _ fcu)* -f x*u*I du» -f du», 


c) Para la superficie 
binorinalcs 


/f = r (u) -f ufi (n) engendrada por las 


ds’ = (i 4 x*u») du* -f du», 


dolido K es la torsión de la línea r = r (u). 

653. ds* = (f -f P*) di* -f 2p 7 di dj, 4- (1 4- 7») dv’, donde p = 

= "i*. <1 = d„l. 

054. En los casos de a), b), d). 


15 » 


28 


llcspticslai 


nsn. 

/•;' m -Jj |/; (fl 0 i>')>— 2Fí> u v'0 v v' -I -G (.7„t>’)*j, 

C'=_L [/; 2 FB u v'd v u' -\-G (d„u’)»J t 

/.' ^ J_ | E0b»'8b v ' + /•' + Ob“'O u v‘) - GduU'OuV'), 


(lamín 



, /><»'■ <•') 
O (■!, ») 


•A o- 


058. i,na coordenadas curvilíneas explanan las longitudes tic Jo» 
áreos de las líneas de coordenadas, la red de coordenadas es do UiuJii- 

SllCV. _ ___ 

05!). lie ln esfera: in cos J (¡7//?) dv 2 . 

Del loro: di 2 = <ftt 2 + (o + b coa {^¡b))\dv 2 . 

Del catenoide: rf»’ =■ rfu’-|- (n*H- 

De la snudoosfern: ils* *= tfn* + c ~ 2,,/ ' 1 do 2 - 

INDICACION, u es el pnrámctro natural del meridiano. _ 
GdO. ils*eatíu 2 -1-c“ dv‘. Suponiendo que u«=i>, o— ae"'", 

obtenemos 

= (,/,**+rfí*). 


GGl. 


eos » 


a*xy_ 

/ 1 + <i*x* / l+i>V ’ 


6G3. Tomemos la primera forma cuadrática en el ospoclo 


Entonces 


ds 2 = du 2 + G (n) dv 2 . 

d i( _ 

C ° S a ~ V du 2 + G (u) rfi>* ’ 


do donde 
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604. Tomando la primera (orina cuadrática do In esfera en el 
aspecto 


rfs’ =■= rfn* - 1 - /?’ eos ’ («//?) da», 

olí tenemos 


ectga=± lnlg(^-4-JL.) . 


GGG. Escribiendo la ecuación del cono en la forma r = uc («). 
| e (u) | = i, obtenemos 

tgalnn= J |c'(u)|di*+C. 

GG7. SI la ecuación do la superficie so toma en la forma indicada 
cu el nrobloma 652, obtenemos »+« = const. 

008. Escribiendo la primera forma condrátlcn do lo suporfício 5 
del modo 

*•* »* (I I- A’t<’) rfn* 2rfn rfu -|- rfii*. 

olilencimis 


(sen’ a — fc’u’ eos’ a) rfn’ -|- 2scn’ a rfn rfu + sen’ a rfu’ =. 0. 


GGfl. [F.d 0 t|> — í"d„ip) rfu + (/ r d„tp — (7rf u rp) rfu = 0. 
G70. o — tg ii b» const. 

G7f. ii* -\- Ii -h i = C,e-” (£7, = const). 


672. u r 


2^¡-*' X - 


073. 


v v ~ v „ v 
X — s—COSE, Vs 


(/-V 


sen V, 7. • 


(/ -|- V 
2 


donde l/= 2 i»+u, En o. 


074 . /;/i — -i- cp = o. 

G7G. (t -|- n’s» ) i,’ = C„ (1 -|- »V) *» = C,. 
078. In (rt-f- V'”u«-|-n») ;fc o^ const. 


079. u d; In tg (u/2) = const. 

080. ay |- VT-| n’¡/’ = C (nx -|- / | + a’.r»), 

Z «a rt .Tl/ 


y 


«!/-\-VT+a*y* = 


C, 

/l-M’-r’ + ii.t ’ 


x^sn.ry. 


} 


081. a) rfj’ = (8u*d-u’) rftt* + 2uu dn do + (8o’+ u’) do’; 
l>) rfr = 2 V 2u*+f rfu. rfr = J^SÜ’ + l rfn, 

* = 2/ 2a*-|-n*-| 2u rfu; 
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c) í = 3/2«* + o*+2. 

GR2. eosoe =»*(!— «»)/(! -|-o*). 

10 2 2 
083. p——n; cosct = i, eos p = —, eos y = y. 

084. s = | sh «, — sh «, |. 083. eos a ==_—3/5. 

080. eos a = 2/3. G87. * = 2 ] u, — ii, |. 

088. rf,« = a> clg* u «/«.»+ «* «en» « . 

«i 

Examinemos la familia 

o = a ln tg (h/2) + C. 

Kl punto Af, (h,, i»,) portoncco n la línea 

v = —n ln tg (h/2) H- C„ 
y el punto A/, (»„ o,) descansa sobre ln linea 
v = —o ln Ig (u/2) + C s , 

o sen, 

ü, = —o ln tg (u,/2) H- C„ v, = n ln Ig (n,/l) + C. 
t>> = —n ln Ig (ii,/2) ■+■ C„ t>, = ti ln tg (u,/2) C; 
pues 

,__£l±jL Pj _-£l±£-: 


>'!■ 


por eso 


*«o |pi — »al 


"l^i — | 

2 


os decir, no dcpoiido do C. 

083. a) Tomemos las ecuaciones do la esfera en la forma 
x — R eos n eos o, a = R eos u son o, i = R sen u. 

Pongamos uno do los catetos sobro la linea u = 0 y el segundo, 
sobro )n lineo ti = a] pongamos) uno de los vértices en el punto 
R {tí = 0, o = 0)¡y el segundo, on el punto A (u = P, i> = a) (fig- 183). 
Entonces las longitudes do los catetos resultan o = Ra, b = ilp, 
respcclivamento. Para calcular c cs necesario hallar la longitud del 
arco’de la linón 

Ay D 1=0 


(sobre la superficie do la osfera) entre los puntos indicados. La ccua- 
oión'do la'hipotenusa on coordenadas curvilíneos es: A eos u son v 4- 
•+■ fl.’son u‘= 0. Puesto que ella pasa por el punto (u = p, t> = a), 
on toncos 

sen o = k tg ii, 
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dolido 


k — 


'= t =nV T^Ii ? -— ■—I 0 . 3 ' 1 


sen g 

tgP 

du 


„ ■ - ».-|-fc 2 )scn 2 u 

= H aresen (\ r 1-J-fc* sen P) -■ 7í aresen Y i — eos 3 a eos 2 (1 



<lo tlomlo 

eos (e//í) ™eos a eos P = eos (o//?) eos {b/ri). 

<* /<0> 

1>) S = R* J j eos u du dv = II* | do ^ COS tt du, 
de donde 


I (i>) = nrctg 


o 

sen t> 


“ o 

S — R 1 J sen nrclg dos=R* ^ 


son i> dn 


■j/ (i + fc*) eos* v 
= R’ f nreson — 1 

V /l + k» 


/i+M 


)• 


—aresen 


Hcipuestas 


l)c aquí 

S /yon' 1 ra-| /<» k eos g sen t son ft 

?l '" 17="~ \+k* ~ t -l-cos y 


sen (a/ff) son (c//Q 
14-eos (e//fj 


Valiéndonos ilc la relación 


eos B = • 


obtenemos 


_ sen (1 

son ®“75ñv ’ 

. son a son ft 

«.•(/l-l-B)-. t -|.ros V • 

I . . .. n \ son a son |\ 

'■•"r-, " T r- i - |-o.o» y • 

('.■nnpnrniido ron lo nnlocoilcnlc, hallamos 
Bill). S - — | V?. I In (I + V% 

¿t 

01 ) 1 . 5. «* J’-2-1^.41n(l + /5)J. 

002. .V = 2a* (n — 2), donde n es el rnilio do la eslern. 

00.1. .S = 2 <r 0 /í , 1 donde Jt os ol radio de la esfera. 

(¡05. indicación. Tómese la ccuar.ión;do'ln superficie comea en la 
forma r = ve <«), donde | c («) 1 = 1. y compárese su primera forma 
cuadrálica con la primo.ra forma cuadrática del plano en coordenadas 

** (l!)B. Secón se muestra en el problema G52, la primera forma 

cuadrática do tal superficie puedo sor escrita del modo 
¿,*=11 + o 1 *’ ('OI d" 1 + 2 du do + do 1 . 

dondo k (o.) es la curvatura do ¡a línoa Z. 

Vamos a deformar la línea Z sin estiramiento de modo que en coda 
punto suyo so conservo la curvatura. Como en lo expresión a« no entra 
la torsión do la línea, entonces la deformación correspondiente do Ja 
superficie engendrada por las (¡ingentes a la línoa Z será m superposi¬ 
ción de la superficie inicial sobre la deformada. Una vez que Z se ha 
convertido en una líncn'plnna, superponernos la superficie de las tan¬ 
gentes sobro el plirno. 

6117. La primera forma cnndralica del lielicoide directo 
y = u sen v, i =^ nv 


u eos v. 
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tiene el aspecto 

** = du* -f- {„* + a’) du>. 

Supongamos que el catenoide está engendrado por la rotación 'lo la 
catenaria 


x = a ch (tía), a = 0 


alrededor del eje Oí. Las ecuaciones pnramélricas do la catenaria so 
pueden representar en la forma 


x=|/i‘ , + n 1 . »“0, 


«,i» 

r 



Fig. 18á. 



Fig. 185. 


lo que so puedo verificar por comprobación directa. Un ton eos las ecua¬ 
ciones paramétricas del calenoido serán 

r=± Y »* + «* eos v, 

Yu * -f-a* son v, 

,=„,„ü±£Ü±£ 1. 

a 

Calculando ahora la primera forma cuadrática dol catenoide, obte¬ 
nemos (*). 

701, 702. Una osfora. 

703. Una somiesfern sin circunferencia de f ron tora. 

70í. Una sonn esférica sin cicrunforoncias de frontera (fig. 18-^). 

705. Uos segmentos esféricos sin fronteras (rig. 185). 

706. Un circulo máximo. 

707. Una mitad del circulo máximo sin extremos. 

708. Dos arcos simétricos del círculo máximo. 

700. Dos paralelas (si la normal so orienta fuera del cono). 

710. Una esfera sin dos puntos diamctralmcnlo opuestos. 

711. Una esfera con el circulo máximo excluido. 




Respuestas 


712. Unn esfera lomada dos veces; si el eje del loro so representa 
vcrlicnlmcnle, onlonc.es las paralelas superior o inferior del mismo 
se aplican a los polos do la esfera. 

713. Un cnarlo del círculo máximo lomado dos veces sin un 
ex tremo. 

714. Una scmicslcra sin polo, lomada un número infinito ilo 
veces. 

716. <p a = |(/V-/V) di-' + lg 1 de»]. 

V l* -t-e’ 

717. ip, --- II (lili 1 -f-eos’ udu*). 


718. .p,- 


7111. ip,= 


73(1. ip 3 - 


a* si n*u c* eos* u 


(du* 1- eos* ti de*). 


Y a* sli* o -I- c* rh* n 


(do’ — cli* ii di'*). 


n*cli* ii-l-c’sli* n 


(duM-nli* ndii»). 


731. ip,= 


(rfn* ii» dn») . 


7T+™' * 

733. f t = n do*. 

723. < P ,~ __ .-do*. 

/l+*» 

724. ip, •» (• dii* eos n (o + b eos n) do*. 

725. ip 3 -i-(dn* —a*do*). 

fl 

726. rp,*= —a clg n (dn* — sen* ii do*). 

. 2a du do 

727. lpj-*=- . 

TOO <W d x»l-2a, ,/ dx dy-h <W dg* 

/l +(«*/>*+<V)‘ 

Dol onunciado del problema 

d xx l =■ O, 5,1,/ = O, d vy l *= 0. 

La solución general do esto sistema es: 

/ = ax + by c. 

730. <p, = du* + a do*, 

*n|*-eon»t = - a/ (“’ -f-»*). *„ )u =«m»t = a/ ( ,í ’ + 0, >- 


729. epa = 
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731. Si la ecuación do Ja superficie so toma en la forma indicada 
en el problema 554, entonces 


donde * y x son, respectivamente, la curvatura y la torsión do la linea 
dada. 

732. k, = alb\ fc, = a / e «. 

733. 

735. k, = V3/0, *, = -1^3/3. 

73C. *, = i/p, *, = 1/7, 

738. o.) k „=¡— .-■ -—-, donde « = *, u=x; 

/1 + u» [(i -|- u)* í/ii» -|- 

b) — i/« -i-«,) a/a ; 

c) 1/21 /5. 

739. a) *, = 1/2 /5, *,=0; 

ó) * — 2 = 0, x —1=0; = „ = 0; 

c) * = 2/9 Y5. 

740. a) 4x> + 9y» = 1; 

I») H = 2/13. 

741. INDICACION. Escribámosla fórmula «le Eulcr on la Turma 

i n, — n, . / , í— i \ 

n~ 2n,n, 2ii¡n, C0,2 ( <H ' „ *)• 

donde 1//?,, 1//f, son las curvaturas principales, 1 = 1,2,.,,, n. 

742. Ijnn esfera. 

744. Suporficios desarrollablcs. 

746. 1) Para la superficie engendrada por la rotación de la línea 
,x = / («), y 0, z = g (u) alrededor del ojo Ot, 

K n'U't’-r*') 

/ í/' a -|-K' a )* ' 

2) Para la esfera K = 1//i*. 

3) Para el elipsoide do rotación 


(o 1 eos’ ii-J-c 2 sen’ u)* * 

4) Para ol liiperboloidc do rotación do una hoja 


Respuestas 


5) Para el hiperboloide do rotación do dos hojas 
K __£l__ 

(a* ch a u~[-c* sil* u ) 3 * 

0) Para ol pnraboloido do rotación 

y * 

(i-Mu*)* • 

7) Para el cilindro circular 

K = 0. 

8) Para el cono circular 

K = 0 . 

0) Para ol loro 

_ C03 u 

= b (a + b eos ti) ' 

10) Pura ol catenoide 

— n* clt* (n/n) ' 

11) Para la nuil oosfera 

ir—L. 

7á7. Uno do los radios principales de curvatura do la suporlicio 
es igual al radio do curvatura do la parábola g* =¡ 2 pz: 




El segunilo radio principal de curvatura es igual al seginonto quo 
va tío la normal do la parábola a la directriz: 

)'• 

l)e esto modo, l íl¡ l = 21 /l»|, 

7/(8. K =—-~-(c? 1I , 1 ]nyf-[-c? l ,„In/l) (véaso el problema 600). 
7á0. 750. JT--1. 

yo 

751. A--W (t + -£+$-)’. 

750 . 


750 . K=—U 


Ox.xF 

OxyF 0 xt F 

0 X F 

a„xF 

°vu F 

a vz F 

3„F 

a, x F 

dr V F 

9i,F 

d t r 

0 X F 

d„F 

0,F 

0 
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754. K = ’,c. 

755. Si ln supcrficio (lo las normales principales está definida 
por la ecuación 

P = r (s) 4- vil (*), 

entonces 

,,_ x» 

1(1 —vk)» + u»x«)» > 

donde le y v. son, respectivamente, la curvatura y la torsión de la linca 
r = r (*). 

Si la superficie de las binormalos está definida por 1a ecuación 

P — '• + (*). 

entonces 

K _ x» 

(H-u>x>p 1 

donde x es la torsión do la linea r = r (s). 

750. II -•= 0, K = —i*/(o* -|- u’)*, ln curvatura total es constante 
sobro las hélices. 

757 K =, r< ~ ** „ _ (1-4-P 1 ) ( + (14- g») r — 2pqs 

(i + p’ + J 1 )* ’ 2 (H-p»+-,’)W 

IOlido pr=O x i, q~O u i, rc=¿0xx z i *“<7x11*. í“ dyyi- 
758. 


A - =_ /'/• 

r> 0 H-/'*)* » 


// r - 1 _|_ - )' 

2(H-/'*) a/ * 2p/l + r» ’ 


750. // = —1/2«.' 

7GI. Si el ojo del loro os vertical, enloncos Ins paralólas superior 
o inferiordol mismo so componen do puntos parabólicos; estas parale¬ 
las soparan la porto, exterior del loro, constituida por puntos elípti¬ 
cos, do su parte interior compuesta por puntos hiperbólicos. 

702. Todos los. puntos do ln suporficic son elípticos (fig. 180). 

703. Los vórtices da la .sinusoide describen líneas compuestas do 
puntos parabólicos; los puntos do inflexión do ln sinusoide describen 
líneas quo lio pcrtonoccn a la superficie. Ambas familias de lincas indi¬ 
cadas dividen toda^la^superficio en zonas, con curvatura total do 
igual signo, dos zonas contiguas (por arriba o por abajo) tienen cur¬ 
vaturas do signos diferentes (fig. 187). 

7G4. El punto * => 1, y = z = 0 es singular y divido lo superfi- 
cio en dos partes: para * > 1 los puntos de superficie son elípticos 
y para x < 1 , son hiperbólicos (fig. 188). 

755. Todos los puntos do la supcrficio son hiperbólicos (fig. 189). 

706. Si el producto dfl > 0, entonces todos los puntos de la 
superficie son hiperbólicos (fig. 190); si AD <0, sobro la supcrficio 
pueden tenerse ;puntos de los tros tipos (fig. 191). 

707. Elípticos. 768. Hiperbólicos. 

709, 770. Elípticos. 

771. Hiperbólicos. 
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Fig. 187. 



Fig. 188. 
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772-775. Parabólicos. 

776. Si /'/’ < 0, los puntos son elípticos si /'/" > 0, son bjpcr- 
bólicos si /'/* = 0, son parabólicos. 



778. La noccsidnd es evidente. Demostremos la suficiencia. Son 

¿ ití = \F, IV = Xfí. 

Sustituimos los valores de los cocficionlosdo los íorinns cuadrá- 
licns: 


o bien 


— O u m-0„r = Kn„r*, —O u mB B r = 

(m u -I- Xr u )-r u = 0, (m u + Kr„)-r 0 = 0 . 


Adjuntando aquí In igualdad 

(m a + Xr v )-m 


obtonomos 


0, 


Xr n 


0. 


Do un modo análogo se demuestra la igualdad a cero del vector 
>»v + Así. 

'"u = — Ar-„, ra„ = —Xr c . (,) 

Derivando la primera ecuación con respecto a u y la segunda 
con respecto a u, obtenemos 

= U ^Bpt ,n otl “ ~~ - |C B |(I 

do dondo 

O ~ 0. 
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Fig. 191. 
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Si por lo monos una do las magnitudes fuese distinta do 

cero, los vectores r„ y r e resultarían cólmenles loque esimposíblo. Exclu- 
yondo este caso, obtenemos \ — const. Integramos las ecuaciones (•): 


X + r# * 0 bion ( r ~'o) , = jr 

(una esfera). 

780. Construimos la ovolutn de cualquier meridiano y hallamos 

Jos puntos do su oncucnlro con el eje do rotación, «can 

M t , M„ ... los puntos de la evolvente (del meridiano) que les corres¬ 
ponden. Entonces las paralelas quo pasan por estos puntos se componen 
de puntos do redondeo. 

781. Las paralelas descritas por los vértices do 1a sinusoido y 
solamonto ollas (véanse los problemas 780 y 389). 

782. Dos puntos, o sen, los puntos de encuentro del elipsoide con 
ol eje de rotación. 

783. El vértice «lol paraboloide, 

784. En el paraboloide 



/> > 1 > O, 


bny dos puntos de redondeo: 

/«,.! (O. rfc Vm-g 2 . (/<- 1 / 1 / 21 . 

785. En ol elipsoide 

r2 1/3 ,1 

■5r+-5r+'ír- 1 - «*>&>«><>. 


hay cuatro puntos do redondeo: 


/I.-, 


[±*V 


a* — 
-c* 


, t), ±c 



7Hfi. En el hiperboloide de dos hojas 



a> fr>0, 


hay cuatro pimíos de redondeo 

/ fi‘-F 


(o, ±A y / 


■ V 6*-f-e* / ’ 


789. I’or ejemplo, la superficie engendrada por la rotación do la 
parábola o =¡ r' alrededor del eje Oy. 

790. I’nr ejemplo, sobre ol cilindro y = ** el eje Ot so compone 
do puntos de aplanamiento. 

791. Válgase del problema 729. 

792. M du -|- N dv = o, I, du + M dv = O. 

793. t,H — Jlf<? NP = 0. 


lfi-OH.75 


2á2 


llcspiicslrts 


7117. —-fL — C|. 

a h 

798. 6 (I. O, -1). 

7!)!). (£« — MA) du + {hlü — NA) <Iv = 0. 

801. ii = nrclg n -|- C. 

80-i. Al lomar las ecuaciones ilo la scudocsfcra cu la (orina ,r = 
= n son ii r.os «», y —■ a sen u sen v, i — a !n Ig (u/2) + a eos it, oblr.- 
nmims 

lu Ig (u/2) ± v = C. 

Si so introducen los parámetros nuevos 

u' = lu Ig (u/2) + u. 

W — lu tg (n/2) — i», 

entonces la red de coordenadas será nsintóllcn y los coeficientes do la 
primera forma cuadrática cumplirán los rei|ti¡silos del prolilcina 057. 
8(10. Si partimos lie las ecuaciones 

■r * / (u) eos i>, U — I («) sen i', s = ip (u) 

<lc la superficie do rotación, ulilcnrntos 

</>' — / Y) rf« s -I- l<f' Ai? - 0. 

807. ii. ± v = consl. 

808. Si se loma ia ecuación del loru en la lormu 

x =- (n -|- b eos u) eos e. y =r- (a + ó eos «) sen v, 

£ = h sen n, 

entonces la ecuación diferencial de las líneas asi Miélicas será 
h i/» 1 -I- r.os n (a -|- b eos n) <l¡r = 0. 


Tiene la solución general 
o-l -C J: 


Y Ti d'l 


Y — eos i* (a -|- ó eos u) 


para n/2 < u < 3n/2. . „ , . ., . 

Bs ovidonlc ipto las líneas ii = n/2. n = 3n/2 son también las 
soluciones de la ecuación diferencial (sus soluciones singulares). En¬ 
vuelven las familias do los lineas asinlólicas situadas sobre la parto 
interior do la superficie del toro (Tig. 192). 

809. Las generatrices rectilíneas y sus trayectorias ortogonales, 
o sea, las hélices. 

810. Las generatrices rectilíneas. 

811. La ecuación do la superficie tiouo la forma i 3 » — y» = 0. 
La ecuación diferencial de las líneas nsintólicas es: 


'¿y 1 i r* — 3 xij dx dy 4- x* dy 1 = 0, 


o bien 


(i dy — y dx) (2y dx — x dy) = 0. 
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Por consiguiente, existen dos familias ele lincas nsinlólicns: 

1) y ~ c,x, 2 = e?; 

2 ) V = ej* 1 . r = cjx 3 . 

814. Si *i + *i = 0, onlonccs do la fórmula do Eulor resulta que 
cos’ip — son’ip = 0, 



Fig. 102. 


dolido es ol ángulo formado por las direcciones nsintótir.n y principal. 
J)o aquí so deduce quo qi = ±n/4, os decir, entro las direcciones asin- 
tóticas ol ángulo es igual n n/2. 

817. Tomemos la red de las lincas asintólicas do la superficie 
dada como rod do coordenadas. Entoncos L — Q, N — 0. Para quo 
la red correspondíanle soliro la suporficio paralóla también so compon- 

? :n de lineas asintólicas debo cumplirse la condición A* = 0, ff* = 0. 
’ucsto quo 

A* — aKE + (1 — 2a//) A, 

N• = aKG 4- (1 — 2a//) N, 

entonces para A' =?& 0 los coeficientes A*, A'• no son igualas a cero, quo 
es lo que demuestra lo exigido en ol problema. 

820. Eos generatrices rectilíneas y sus trayectorias ortogonales, 
quo son secciones pinnas. 

821. Las generatrices rectilíneas y las linoas do intersección do 
esteros do radio arbitrario con centro on el vérlico do lo superficie có¬ 
nico, con la superficie cónica. 

822. Los paralelos y meridianos. 

823. Las lineas do coordenadas. 

824. Los generatrices roctilineas y sus trayectorias ortogonales. 

825. Si la ecuación dol helicoide so toma on la forma 

x — a eos o, y = u son v, s = au, 

entonces la ecuación diferencial de las líneas do curvatura os 


do dondo 


(a* -f- «*) dv 1 — du* s= 0, 
u= :fc ln (u-f- /u< + a J )+c. 
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VA 


820 . 


——|—=—= 2 «, 

/> '/ 


T + 


qC 1-| C 


¡-T7T (C * 0). 


así como las secciones del paraboloide elíptico por los planos * — 0 e 
-/ = ((. 

831. /[ ■» /• (s) + /f,ru (í), (lomlo fc, = 1//?. os la curvatura 
principal a lo largo de la linea dada. Asi. pues, la envolvente de las 
norinales de la superficie a lo largo de la línea do curvatura se compone 
de los centros do la curvatura principal. Su plano osculador coincide 
con el plano de la sección normal do la linca do curvatura cu el punto 
correspondiente. ... „ , , , , 

flS'i. Tomemos ln red ortogonal sobro la supcriicio dada como ron 
de coordenadas, pintonees F — 0. Para la red ortogonal corrcspomlir.n- 
to sobro la superficie paralela debo ser f* -.-0. 

Tomemos las ecuaciones de las superficies en examen en la forma 


r 

Millonees 


r (u, v) y r = r (ir, n) + «"* («. »). 
F* = 2 a (nll — 1) M , 


lio (lomlo resolta que F* = 0 en dos casos: a) M ~ 0; entonces 1a 
red ortogonal sobro la superficie dada osló constituida por las lincas 
do curvatura: b) a = 1///; entonces la superficie dada tiene una curva¬ 
tura modín constante y a cualquier red ortogonal sobro la misma le 
corresponderá también una red ortogonal. 

8 ÍI 5 , listo es posible solamente para un elipsoide «lo rotación. 

8/¡!í. Supongamos quo las generatrices rectilíneas son paralelas ni 
eje Oz. Millonees ja ecuación do la superficie se puede lomar oii la 
forma 


r = / («) « -I- T (n) i -I- v*f. 


donde u 1a consideramos como parámetro natural do ln linca 0 ¡rectriz, 
ñuscaremos la ccimción do lo geodésica en la forma 


Entonces 

N — /•„ X ' c 


0=0 (ll). 


(*) 


9 -t _ /•/, dr = y; H- «p7 -i- o'fc) rfu. 


<Pr = (/'« -1- <P'/ + v’k) du 1 

y la ecuación para detorminar las lineas geodésicas será 


<?'-/' O 
/’ q.’ o' 
/* q.- o' 


= 0, 


o Ilion 


tV* + r)»' - (*p't' h- rn»' = «• 
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Poro ip'* -!• /'* = I; por lo lanío 


«p V+/'/'=-y (»'•+/'*)'» 


= n. 


Ahora bien, v" = 0; por lo lanío, o = c,u + c¡. La ecuación vectorial 
do la familia de lincas geodésicas será 


do donde 


r - / («) i + n> («) / + (c,« + c.) k, 

dr 


/\ ■ ~d — * 

eos 0 = eos (r „, OZ) “ 


*L\ Vn- hip'*+cf 

du 


das. 


Vl+cf ' 

Por eoiisiguiciilo, las geodésicas halladas son hélices generaliza- 

Además, las geodésicas son las genera Irires rectilíneas, lisias lian 
quedado fuera de la solución general, ya que sus ecuaciones no so 
pueden representar en la forma (•). 

, Como por cada punto do la superficie cilindrica pasa bien tina 
hélice generalizada, o Ilion una generatriz rectilínea, entonces cada 
una de estas lineas es geodésica. 

848. I,os circuios máximos do la eslora. 

852. Véanse los problemas 477, G32, 851. 


85fi. k a 


Y In'—r* 

- TTr - 


857. * 


M 

Ti 


ÜH-a» • 


858. ~ 

803. Tomemos los ecuaciones del hclicnidc directo en la forma 
r = « eos o, y = it son o, * = un. 

Observemos, anlo todo, que las lincas goodésicas son generatrices 
rectilíneas, o sea, las líneas o — consl. Suponiendo ahora qtio r/u ^ 0, 
obtenemos la ecuación diferencial do las lineas geodésicas 

d*n 2u ( du \2 
d o J o*+u» l dv ) — ‘ 

Para resolver la ecuación introduzcamos nuevas variables supo¬ 
niendo quo k os una variable independiente y p =, liles íunción do 
u. Entonces la ecuación tomará la forma 


dp 


2u 


'' do o»+uí P’ —«—0. 
Suponiendo que i = p’, obtenemos 

dt _ 4u 

du a »-}-«* 


i — 2«0. 
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La solución general <ln esta ecuación es 

,_(.«+.v( Cl -.^r), 

lio ilomlo 

u= c_ rfu , 

(«*+' lV )V 

80 / i, ToniBinos la primera forma cuadrática de la scudocslcra en 
el aspecto 




ds 3 = 


d»* 


v 

(véase el problema tif-O). Entonces las ecuaciones diferenciales do las 
geodésicas serán 

*L-±(*L\*+±( ^-Y=o, 

lis 5 y \ ds I y \ its I 


= 0 . 


d*x _2_ dy_ dx 

ris* !l ds ds 

A osle sistema lo satisfacen las líneas x. = const. 

(t¡ x & const, esto sislctna se puede sustituir por la ecuación 


^+t (£) ! ->4 


=o 


cuya solución general es 

(x - C,)' -I- r - C\. 

805. indicación. Considerando a lo largo do la geodésica v como 
función de u , obtenemos la ecuación diferencial de las lincas gcmlesl- 
cas de la supcrficio de Liouvillc 

,ii / da \» rf.p ( da \Z di du, dy 

2U-\ 't)-J-r— riu [ rfll ) + rf \ du I da da da 

" " (/ -I- rp) rfu*d (de 1 ) - (do* + du*) (dip du* — d/ da 3 ), 

do donde 

/ ipdi,*-/de» \_ n 

\ rfu*+de* / 

Integrando esta relación, obtenemos las ecuaciones buscadas. 

806. indicación. Comprobar primeramente que 

p eos |t = ert, 

donde c es el vector unitario orientado por el eje de rotación; r es radio 
vector del punto corriente do la geodésica que se loo a partir del ori¬ 
gen 0 elegido sobre el eje do rotación; t es el vector tangente unitario 
do la geodésica. Comprobar luego que la diferencial del producto orne- 
nido mixto es igual a cero. El teorema recíproco no es cierto, ya quo a 
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lo largo He cualquier paralela lo relación indicada so cumple, pero, sin 
embargo, no toda paralela es una geodésica. 

8v>7. Sea r„ el radio del paralelo más ancho /, del cüpsoido do 
rotación y sen M t un punto sobro esto paralelo. Examinemos la geo¬ 
désico quo pasn por el punto bajo el ángulo |i„ = 0 respecto ni 
paralelo L. Según el teorema de Clairout n lo largo do esta geodésica 

p eos |i = r 0 ; 

do aquí so doduco que 

p = r,, eos |i =■ 1. 

De este modo, «= 0 y Jo goodésica coincido con el paralelo L. 

Tomemos ahora la geodésica que corta ol paralelo en un ángulo 
recto, o sen, |i, — ni 2. Según el teorema do Clairaut p eos |i “0; por 
consiguiente, |i = n/2 y la geodésica coincido con ol meridiano. 

Supongamos ahora que 0 < < rr/2. Designemos r„ eos |i 0 = 

= é.'„, ohlniidromos que a lo largo de la gemtésirn p eos p =- C,. De 
aquí resulta qno ella corlo Indos tos paralelos de elipsoide con radios 
p < C 0 en un ángulo no nulo y, locando el paralelo con radio p «= C n 
regreso al paralelo I (fig. 103). 

8G8. Sea r 0 el radio del paralelo más estrecho L 0 del hiperboloide 
de rotación do una hoja y sea M, un punto que está sobro el paralelo 
L t distinto do 

Es evidonto que para las geodésicas que pasan por el punto M t la 
constante C en ol teorema do Clairaut puedo lomar los valores dentro 
de los límites do 0 < C ¿ rj, donde r, es oí radio del paralelo L t . 
Si C < r 0 , entonces la geodésica corta todos los paralelos de la sopor- 
Ilcle bajo un ángulo no nulo. 

Pnrn C>r, toda linea geodésica so silunrá en la parlo do la 
superficie que osló acotada por el paralelo /, de radio C y contieno el 
punto M, y cortará todos los paralelos do esta parto do la superficie, 
salvo L. Si C > r,, la geodésica toen el pnrnlolo si C — r„, la geo¬ 
désica so aproxima infinitamente al paralelo L , dando cn este caso un 
número infinito do vueltas sobro la superficie (lig. 194). 

8G9. Sean r„ y r, los radios do los paralelos más estrecho y más 
ancho, rcspectivomonte. La constante C cn el loorcma do Clairaut 
puede tomar los valores dentro de los límites 0 < C < r,. Las geodé¬ 
sicos del loro son lodos los meridianos (para C = 0), el paralelo más 
estrecho (para C — r,) y el más ancho (pnra C — r,). Si C no es igual 
o los valores indicados, la geodésica oscilo entre dos paralelos do radio 
C lo mismo quo una sinusoide. Por último, sobre el toro existen geodé¬ 
sicas (pnra C = r 0 ) que se dovanan cn el loro, acercándose infinita¬ 
mente al paralelo más estrecho por ambos lados y dando un número 
infinito do vueltas (fig. 195). 

870. INDICACION. Válgase do un sistema scmigcodésico de coor¬ 
denadas. 

871. Las condiciones do orlonormalntod del sistema de referen¬ 
cia tienen la forma 


. flsi< = /, 
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Derivando osles igualdades y empleando los fórmulas (2) dol 
§ 18, obtenemos 

dci-ej + e.j-dcj = 0, 

3 3 

2 w i«*' e /+ 2 «eJei-Cft-O, 

3 3 

2 2 ^i^ih—O 

a=i />=) 

o>j-|-o)J = 0. 

872. Como <1/ es el radio vector do un punto de la superficie, 
dM pertenece al plano Inngonta y por eso es una combinación lineal 
do los vectores e¡ y <?,. 

87.1. La runeión vectorial r, dotoriniiin la aplicación esférica do la 
superficie, por eso rfr, (/») ¡= ,4 (&). donde ,4 es el operador principal. 
I’nrn el vector h que lleno la dirección principal, .4 ( h) .-= Kh. Si e, 
es tangente a la linea do cm-valura y, entonces 


de, (e,) ^ tai (c,) e, + wj (c,) e. 


f.ern celincal a c,. os decir t»J {«,) = 0 en los puntos do la línea y. 

874. Puesto que M es el radio vector de un punto do la superficie, 
la función vectorial ¡II será la transformación idéntica do la suporficio 
y dM (fc) = h para todo vector tangente h. En particular, 


dM (o,) = <o' (e,) o, + ») J (c,) e, = c„ 
dM (e,) = m» (c,) c, -h to a (e,) e, = c s . 


875. Como los vectores c,, e. son unitarios y |(7„r| *= ]^7Í, 
l'7»ri = Y G, entonces del enunciado del problema obtendremos 
0„i'~ Y He,. 0„r= Y Ge,. Luego 

to 1 = /, du + I, do, /, = o 1 (d u r) , /, = ttfl {d„r), 


«i (<?„/•) = ( o 1 (/ He,) -. 

ü) 1 (d 0 r) = to' (l^Sc,) = 


= Y Cío 1 (C|)= Y 
YGu 1 (e,) = 0. 


Por eso 0 )’ = Y H du. Lo misino para la forma to’. 

876. Para las 1-formas <i>'. tu’ las expresiones requeridas so obtu¬ 
vieron on el problema 875. Para i»? = Xdu + p do del problema 874 
resulta que |i = 0. Designando \ = p, Y A', obtenemos o>J = p,Y% du. 
Análogamente, «c>| = p,YO do. 

Para la forma o>{ = / du + g do designemos / = <l,Y~Ü. X — 

= i,Yg. 

877. Examinemos cierto sistema ortonormalisado de referencia 


(Af 0 , e\, el e$) 



Respuestas 


2T.0 


con el origen en el punto SI- Si el sistema (4) <icl § 18 es completamen¬ 
te integrable, existe la solución única 

SI = Af (n, e), ci = e¡ {«. o) 
que satisface las condiciones iniciales 

SI (»#. o») = SU, «i (<'». v„) = c° r 
Ocomólricamnulo esto quiere decir que existo una superficie con cada 
punto de la cual está relacionando el sistema ortonormnlundo do re¬ 
ferencia (SI, C|, e,, «,). 

878. Sean cumplidas las condiciones (3), entonces 
do>¡=*{<7„ (71 VG) — 0„ ( 7 , Y E)) du A do, 


®f A <*>3= — P\Y E P,Y G du f\ do; 
por eso do las condiciones (5) se deduce que djof = mJA®’- 15* aná¬ 
logo para las demás formas y para la afirmación contraria. 

881. I.n curvatura normal de la linea y definida por las ecuaciones 
interiores b — 11 (.<), o •=■ " (.') se llalla por In fórmula 

. _ T,(V ) _ ;- l fe^('0 , -^-p,C(0 , 

" " Ti (Y'i £( U )>-t-C(«')» • 

Si v es la línea do coordenadas o = 0, entonces o' = 0 /r, p¡. 

Ks análogo para la segunda línea do coordenadas. 

882. 151 desplazamiento de un punto con radio vector F => SI + 
+ Xc,, que pertenece a la recta Afc I es igual o 

rf (A/ + \e t ) = (YT: tlu -1- rfX) e, + 

-l-l/^dv+XÍí, Y%<lu + h Y Ó do)] e, + P, YTidu e,. 
Cuando el punto SI se desplaza por la primera linca de coorrlenadns 
11 a= cnost, entonces SI = Y Ge, y el punto F so desplaza por la 
arista do retroceso, es decir ol vector >7„ (SI + Xc,) es colinenl al 
vector c,, do donde 

d„ {SI + Xc,) =< a,Xe„ 1 + Xq, «= 0. 

De un modo análogo obtendremos 1 — X?, — 0. 

883. Sen h el vector tangente único de una curva en una superfi¬ 
cie. Entonces 


h = eos qic, + scn <pe 2 


eos q> „ „ , sen qi 

17F “ H "W 


da''. 


k ( 1 , 1 - Ts W 
kn(,,) - T,(*> 


_ eos* «p 
p,E—g- 


-p t G 


sen* q> 


F. 


COS'-ip 


fC 


sen* q> 
G 


= p, cos»T + p a scn’qi. 


88 A. Escojamos en un pijnto SI del plano tangente a la superficie, 
el sistema rectangular de coordenadas cartesianas (Ai, c,, c,), y a las 
coordfenadnS do un punto arbitrario en este sistema las designamos * 
c y. Si <p es el ángulo comprendido entro la primera línea de coordonn- 



Rcspucxtas 


251 


das y una sección normal arbitraria, ontouccs, do la definición de la 
indicalriz do Dupin, resulta qno 


eos q> sen <p 

/Tin ’ y= v \*j ■ 

Enloncos, do la fórmula do Eulcr 


*n ■= Pt c °s a< P + Pt soh't 

obtendremos 

p,x> + p,y* = ±1. 

885. indicación. La fórmula so deduce do las primeras tres 
ecuaciones del sistema (5) dol 5 18. 

880. Al desplazarse por la linca nsinlólica 

íjrf*Jlf = p, F. du % -|- p 3 0 dv — O. 


l’or eso, iln las ecuaciones 
resulta que 

do deudo 


(2) y (3) dol | 18 y do la fórmula A' i= 
K (i/1* + dei = 0. 


I'il’t 


A 


de. 


) 2 =o. 


Como a lo largo de la linea nsinlólica el vector binomio] b coincide 
con el vector c 3 , entonces 



— XI». 


Por consiguiente, K + x* «= 0. 

887. Las expresiones indicadas so obtienen do las fórmulas (2) 
(3) dol | 18 y 



dM d*M \ 
d* rfr* / ' 


y 


888. Mol problema 878 tenemos dio? = tof A ">3 y par las fór¬ 
mulas (3) dol § 18 

den? — — p,p, Y EG du A do. to' A» 1 "/ CG du A do, 
do donde 

droj — —fcío'Ai»*- 

88fl. Examinemos sobre la superficie los vectores a ~ a a e a¡ 
b - b a c n . 

Al trasladarlos en paralelo por la supcrlicio tenemos 
d«= n^wgcj, db = b B toj l e,„ 

d (a- h) = da-b -\-n -db = (a^oijjcj) ó* -c 0 -}- n a e a ■ (k^w$c 3 ). 

Como e. 3 -e a = 0, entonces d (n-b) = 0 y, por consiguiente, el 
producto escalar de los vectores, al trasladarlos en paralelo, se con- 


ncspneslns 


serva. Y por eso so conservan lambión las longitudes do los vectores 
y los ángulos comprendidos entro olios. 

85*1. Derivando la relación |.<r, = eos ip, hallamos 

— sen cprfip = d£ • e, J • de, = «“wje, • e, +5- de, = 6 • de,. 

Si en lugar de £ se loman otros vectores trasladables n lo largo 
do la línea dada, entonces los ángulos <p formados por ellos con el 
vector | so distinguirán unos do otros en un valor constante, ya que 
los ángulos comprendidos entro los vectores so conservan al trasladar a 
estos e.n paralelo, l’or lo tanto, dq>, para cualquier vector que se tras¬ 
lada en paralelo, tendrá un mismo valor. Al escoger en calidad do 5 
el vector o„ oblcncmns 

— d<p = e,'dc, -= ">} = 7, Y rfn-f-}* YG di». 

8!)2. lio la fórmula (0) drl § 18 tenemos 


a>p X) ('/, Y T: ifu -i- ii, Y <•' <iu) , 


por !n rúrninla 




utilizando (5) del 518, hallamos 


l'neslo quo 


A.p~ K Y JTCdn de. 


K =- p,, pj, ilo = Y fc'C du di>. 


’ = í í A' do. 


8113. Sean — el vector unitario do la tangente al contorno L en ol 

OS 

punto A ; s la longitud del arco do la línea L\ a el voclor unitario on la 
superficie quo recorro on paralelo el contorno L. En esto caso 


De aquí 


eos !}' = «• -j- , dn = a a io*c 3 . 


d»/t , 

— son sf<fa(3 = a • -j-j- d*. 
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Supongamos que on cierto punto A n del contorno b 
jx ftA 


Kn toncos, 


o bien 


♦"T* 0 ==- dr Xe ’- 


/ ilA d*A \ . 


ds. 


Uno vez que el punto A ha recorrido por completo la frontera L, 
ol vector ^ girorá n partir tic la posición inicial A 0 en un ángulo de 

2n; ol ángulo de giro del vector a respecto al vector ^ será 

A'l>= kg tte. 


I’or con,siguiente, 

800. Do la fórmula 


Arp + At|> — 2n. 


j J K do-f- ^ kg'h — 2n 


para k K 0 resulta que 


55 


/frfO f* 2it. 


Tero cala igualdad no puado existir, si on lodos los puntos do la 
superficie K s; 0. 

81)7. Sobro el plano tOij so proyecta la reglón interior do la elipse 
2.t* -|- 3y» — 2xy — Ax -|- 18y — 10=0, j = 0; 
sobro ol plano tjOz se proyecta la región interior do In elipse 
•V + 8s» + 32y — 32i — A = 0. * = 0; 

sobre ol plano xOx so proyecto la región interior do la elipse 
23*» + 54s» + 18.r — 21 Gj — 324 = 0, y — 0. 

000. Mostremos que cada una do las líneas asinlóticns l es léela. 
Supongamos lo contrario. Las normales a la superficie a lo largo do la 
linea ¡ son paralelas al plano fijo, por eso rn-c = 0, donde n os un 
vector constante. Como sóbrela línea asintótica el vector tío la binormal 
ó = ±nt, entonces b-r. = 0. Derivando osla igualdad, oltlcnomos 

xa -c = 0. 


Pero x 0, ya quo en caso contrario b = rn es un vector constante y 
la imagon esférica do la línea asintótica será un punto. Y bien, 
b-e « n-e — 0; 




2M 


ftespnesltii 


por consiguióme, i = ±«, de donde 


rlt 


" kn --- 0 


contrariamente a lo suplíoslo. Así, la superficie S es reglada. Ella no 
puedo ser dcsarrollalilo, ya que cu este caso la imagen esférica do la 
línea nsintólicn es un punió. 

901. Si las ecuaciones do la superficie de rotación so escriben cu la 
forma 

* = ip («) eos v, y = <p («) son u, i = u, 
entonces la anulación do la curvatura media da 


1 + q*' 1 — tt' — 0 . 

Efectuemos la suslilución de las variables tomando como función 
nueva p = -Ü y a <p como nueva variable independiente. Entonces, 

1 -I-P- - VP 4 = d 0" <» I- P’». 

ti íp ip ¿ 

de ilomlr 

<V - i + p’- 

Posando n las variables iniciales, obtenemos 

- -du. 


Y* <P ’-1 


o+ »*)/'(«)-«. r«-«/(» +«*)• 

Integrando osla ecuación, nos queda, 

/ (u) + b = i H- b = a arclg u. 
l’or consiguionlc, 


«**tg 


x+ó 




* + '- 


Esla es lo ecuación implícita del hclicoide directo 

x = u eos v, y = a son i>, « = «o — ó. 

OOá Los coeficientes do laprimora y lo segunda formas cuadráticas 
do las superficies 5 y S* están vinculados por las rotaciones 

£* = (1 — a’/C) K + 2a (o// — 1) L, 

F* = (1 — a* A) P + 2n (sí/ — 1) Af, 

G* = (1 — a»*) G + 2a (a// — 1) N, 

L' — «í£ + (1 — 2a//) L, 
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M* = aKF + (1 — 2 a//) A/, 

A'* = «A'G + (1 — 2o//) /V. 

Do aquí obtenemos las expresiones buscadas: 

//*_5_ //._ !I —nK 

~ i— 2 a// + o*A ’ 1—2n// + B 3 A ' 

005. Suslítuycmlo a = 1/2// en la fórmula 

jt«- - K 

1 —2o li+a*K » 

oblonomos 

K* = 4 //» = const. 

900. Supongamos que on la superficie 5 las lineas do las coorde¬ 
nados coinciden con las de curvatura. Utilizando el operador prin¬ 
cipal, obtenemos 


'■* “ (1 — »'‘i> — (t — oA-j) /•„. 

Por lo tanto, los confir.ienlcs do las primeras formas cuadráticas 
do las superficies S y S* están enlazados por las relaciones 

£• = ()_ nfc,)*/í, G* =■ (t — nfcjJ’C, /•* ~ /•• = f). 

Do aquí 

do* = (I — a/ti) (I — <iá a ) do 


lim 

n —0 


dq — do * 
2n do 


= lim 
n -0 








r //. 


907. Sen S la superficie mínima y son .S* una superficie paralela 
a ésta, además, la distancia entro ellas medida por la normal es igual 
a a. Según so deduce dol problema 900, los elementos correspondientes 
do las superficies J' yí están enlazados por la relación 

do* = (I + a»*) do. 

dolido K os la curvatura total do la superficie S. Por i-.nnsigiiicnle 

jjdo*=jjdo + a.jj*do. 

I> D V 

Como sobre la superficie mínima K ^ 0, entonces 


JJ — JJ 


tto . 


d n 

010. Pora cilio los rectos tengan una envolvente (es decir, engen¬ 
dren uno .superficie dcsarrollable), hay que hacer 

t 7 

P=»c¿—, c = const. 

<¿ 

La figura constituida por las aristas do retroceso se determina por 
la ecuación 

9 (zz — y)* — 4z« = f>. 
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Las ecuaciones do las aristas de retroceso son: 

<a ¡s 

*='±ír- "=—¡r^- *=-*'• 

La linea do intersección con el plano xOy es: 

8 (* — e) 3 — 9y» = 0. 

91 I. Tomemos el eje del cilindro como eje Os y el Ox lo situnrans 
en ol plano secante. Entonces las ecuaciones del cilindro tendrán la 
lornia 

* = o eos t, y = a sen t, t = u 
y la ecuación del plano secante será 

i = Ay. 

Cortemos el cilindro por la gonoralriz que interseca ni ejo Ox y 
coioqiiómoslo snlire ol nlano x(lt. Puesto que después do la superposi¬ 
ción el popel do abscisa lo «lesompoflnrú la longitud de.l arco dn la 
sección perpendicular del cilindro s ~ at, entonces, la ecuación do la 
linea lmsenda será 

J = nA sen (*/<t), 

o sea, una sinusoide. 

• 112 . ,Supónganlos que oí plano ó que pasa por I» recta d corla la 
eslora por la circunferencia y. Examinemos el cono circular que loca 
la eslora a lo largo do y. .Sus goiieratrices tocan las trayectorias ortogo¬ 
nales de la circunferencia, l’oro los vértices do todos osos conos se 
encuentran sobre la recta d', polar a d. Por lo tanto, las trayectorias 
ortogonales serán circunferencias (orinadas por la intersección do la 
esfera con el lias do ios planos uuo pasan por d'. 

913. Ln ecuación general del movimiento del punto por la super¬ 
ficie tiono la forma 

’n~-F-l-/ím-ii I R li, 


donde F es la fuerza externa, II es la reacción normal do la superficie, 
|t os el coeficiente do rozamiento, t es el vector unitario do la tangente 
a la Irnyocloria y mi es ol vector unitario do la normal a la superficie. 
Como 

d‘r ,Ps f ds \2 di 

~dñ^' dO \ dt ) ds' 

entonces, citando F = 0, la ecuación do movimiento lomará la forma 
Multiplicándola escalamiento por l X m, obtenemos 


dt dr rfV 

tm-y--——— m —^=0, 
ils ds ds 3 


es decir, el punto so mueve por ln línea geodésica (véase el problo- 


ma M3). 
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y el 


OH. X = F x < t>, Y = F u <¡\ Z = F z tl», (londo 
rt. _ r Fx + yFy - 1 - */■', 
n+i'i+i\ ' 
punió A/ (x, y, x) satisface o la ecuación 


F (*, y, *) = 0. 


015. (i a + y a + » a )‘ = a*z* + e6 a y» + t'tV. 

01C. 2x (z* + f -t- x») = oi a + 6y a . 

917. x (i a + y 5 + x>) + axy = 0. 

919. Es una superficie dcsarrollahle. 

920. Solamente en las superficies desarrollabas. 

022. Tomemos una do las familias dadas do geodésicas como lincas 
de coordenadas u del sistema semigoodésico de coordenadas. Entonces 
d* a -= rfii* + G (U| v) rfi> a . 

Si <|> es oi ángulo comprendido entro las línens de coordenadas ii y Ins 
lincas geodésicas do la segunda familia, entonces 

eos 


Teniendo en cuenta la constancia del ángulo <p, obtenemos 

du .. 

- y — ««yCi donde naconsl. 


du 

Y rfu-!-Cr/l> a ’ 


Sustituyendo lo obtonido en la ecuación diferencial de las lineas 
geodésicas, nos resulta G„ — 0; por consiguiente, G — G (i>) y la nri- 
mern forma cuadrática mj reduce a 


di* dx * -f- tly 3 . 

ror el contrario, sea .7 una superficie dcsorrollaliio. Como ella 
se puedo superponer ni plano y con la superposición las lincas geodési¬ 
cas pasan a las geodésicas y los ángulos entre las línens se conservan, 
entonces os suficiente señalar que en el plano existen las familias 
indicadas do geodésicas. 

92.1. La generatriz do una superficie cónico en la cual existo un 
punto do una línea geodésica, so cncucntrn en el plano rectificante do 
osla lírica. Por eso la perpendicular trazada desde el vórtice del cono 
al plano osculador corta la tangente. Su longitud es 

d = p sen a, 

donde p és ol segmento de la generatriz, a es el ángulo comprendido 
entro esta ultima y Ib tangente. Al poner la superficie cónico sobre el 
piano la mea geodésica se convierte en una recta y la distancia d a 
lo largo de la misma es constante. Poro las magnitudes p v a tienen 
un mismo valor que sobro el cono, por eso también sobre el cono 
p sen a = d es consta ni©. 

i j C, P ostrar el teorema reciproco bosta determinar que las lincas 

doladas de la propiedad indicada se convierten en rectas al superponer 
el cono sobre el plano. 


>/s 17-01435 
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1)24. Tomemos sobro mía superficie ol sistema somigcodésico de 
coordenadas, Entonces 

ih- = du* 4" G (u, o) dv'. 

Sobre la linea u=*0 lonemos y r G\ n — 0 ^1. Déla ecuación do las 

a VG ' 


líneas geodésicas obtendremos, además, 
lema somigcodésico do coordenadas 


= n. En el sis- 


li — 


(véase ol problema 740). 
1) Si K ■= 0, cnlonces 


i rv Y 7: 

Y G 0u% 



y la solución do osla ecuación que satisface a las condiciones iniciales 
indicadas anteriormente será V G — 1. I’or eso, para todas las super¬ 
ficies do curvatura total nula la primera forma cuadrática se reduce al 
aspecto 

rf»> sn </u* -4- ,/(i* 


y, por lo (aillo, todas ellas son aplicables una a oirá. 
2) Si K -■= —L- («?•consl), cnlonces 

y , 5~ c»s («/«) y rfs*=rtuH-cos*(«/ri) r/e 1 . 


31 Si K — —Un* (o -j consl), entonces 

*= = rin* -|- di* (n lo) Ho>. 

>l. - l;l. Un plano tangente a una superficie .1 en un punto M lidio 
como vectores directores suyos n d u r y a n r, donde (£/, /•) es la para- 
mclriiación do .V. I’ara la transformación afín .4(0, .4 ®>') es In para- 
inclriznción do la superficie .4 (.5) = S' y >7„ {<t or) y a B (.4 o r) serán 
los vectores directores del plano tangente de ja suporficio S' en ol punto 
.4 (/>/) M‘. Pero a u (.Jor) = .4. ('V), a„ (.4 °r) — ,A(d v r). Por 

eso, bajo el efecto do .4, el plano tangente a S pasa a sor piano tan¬ 
gente a S '. 

!I3I). Afin. 

040. Métrico, ya que. por ejemplo, una circunferencia con ayuda 
do la transformación afín puede pasar a sor elipse. 

•JÍI—IM6. Métricos. 

9/,7_fl/,8. Afines. 049—052. Métricos. 

5153. AÍSn. 

054. Métrico, asi, por ejemplo, con la transformación alia 
~x = x, f? = y. ’z — kz 

del catenoide 

x = a di (u/n) eos v, y — o ch (u/a) son u, s = «• 
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una de las secciones normales principales (la circunferencia en ol pla¬ 
no r.Oy) no cambia su curvatura, mientras quo la segunda sección (ol 
meridiano del catenoide) la cambia. Como resultado varia la curva¬ 
tura media. 

955. Afín, ya que los tipos de puntos so distinguen por la canti¬ 
dad de direcciones asintúlicas en un punió dado do la superficie. 

956. Métrico. 

957. Afín. 



Fig. 190. 


958. Valgámonos del carácter afín del problema, llagamos pasar 
la clipso dada a una circunferencia 

x-* + /* = 1 

por lo transformación afin 



entonces los diámetros conjugados pasarán a ser diámetros recí¬ 
procamente perpendiculares de la circunferencia, y la circunferencia 

+ y« = 1/2 

eró la onvo vente de las imágenes de las cuerdas do la elipse. Por eso 
la envolvente buscada será la elipse 

JlL , _Vl__L 

a 7 ’ ti 7 2 

(íig. 196). 

959. Utilicemos el carácter afín del problema. Transformemos la 
elipse dada en una circunferencia 

*** + y' 1 = 1 

mediante la transformación afin 

x' = x/a, y — y/6, 


17 * 
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y sirvámonos de la fórmula conocida $' = .9A, donde A es el determi- 
nanlc do la transformación afin. Kn nuestro caso A = f/oó y ó” = 
= S/nh. I,n envolvente de las imágenes do los rectas dadas sorá una 
circunferencia do radio /?' = eos S', o sea, 

i'» + = 7T». 


l'or lo tanto, la ecuación buscada será 



listo es tina elipse, semejante a la dada, con coeficientes de seme¬ 
ja tiza eos (S/ab). 



!)G0. Ailoptcmos las recias dadas como ejos dol sistema afín de 
coordenadas y los vectores do longitud unitaria como vectores do 
escala sobro las mismas (fig. 107). Tomemos la roela AB de la fami¬ 
lia, perpendicular a una de las bisectrices do los ángulos do coordena¬ 
dos. Examinemos la hipérbola que tiene como asíntotas los ejos do 
coordenadas y toca la recta AB en el punto M (a, a). Su ecuación 
tiene la forma xy — c. Expresemos r. por medio de .9: 

OA = OB ** 2o, S = 2o» sen 2 a. 

Como el punto M pertenece a la hipérbola, entonces a’ = c y obten¬ 
dremos 

,9 

— 2 sen 2o ' 

Por consiguiente, la ecuación de la hipérbola será 

S 


•ry = 


2 sen 2 o ' 


(*) 
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Efectuemos ahora un giro hiperbólico que lingo pasar in hipér¬ 
bola («) sobro si .misma y traslade el punto Al, n cualquier punto Al. 
Como os sabido, en esto_cnso la cucada A D pasará o sor tangente do In 
hipérbola en el punto Al, que corta dol ángulo do las coordenadas un 
triángulo do la misma área S, o sea, a una recta arbitraria do la fa¬ 
milia dada. 

De esto modo, la hipérbola (*) es la onvolvento de In familia do 
rectas quo cortan do los ángulos do coordenadas primero y tercero los 
triángulos de área S- Análogamente, la hipérbola conjugada 


2 sen 2a 

es la envolvente do la familia de rectas que cortan los triángulos do 
áren ,S de los ángulos do coordenadas segundo y cuarto. 



1)61. Examinemos la recta LN do lo familia que es perpendicular 
al eje Oy y lo corta en el punto Al (0, b). Ex presomos b por ó': 


Va/a 

6 =2 sr 1 rfr de donde br= ^ — j 


Construyamos la parábola que se obtiene de la dada por el desplaza¬ 
miento do ó o lo largo del eje Oy (fig. f98). Su ecuación es: 


y = nx * - 1 - ( - 


(*) 



fies/iHCistas 


JSfocluonms ntmrn uii giro hiperbólico’tino traslade ln parábola 
(*) sobre sí misma y el puní» M a un punió M cualquiera. Con ello 
la parábola y ~ o.r* también se trasladará sobre si misma y ln cuerda 
/.(Y, pasará a sor tangente n la parábola (•) en el punto JÍ?, o sea, seré 
una recia arbitraria de la familia dada. Así, pues, la parabola (*) es 
la eiivolvcnlo buscada. 

!if.2. Sea 

P = r (o) + i* ( 11 ) 

la ecuación de una superficie reglada oblicua. Su segunda forma cuadrá¬ 
tica licué el aspecto 

= L du* -(- 2 M du do, 

donde 

. i¡* (n'ec')-f-H (e'cr" + r're")+ r'rr" 

'■ --’ 


De la condición 


Y lid I - ' 


¡, tlu* -f 2^/ rin dv =« 0 

lin llamos que ln dirección nsinlólica, distinta de ln dirección de ln 
I*cncrntrl7. rectilínea, se cnror.lcrizn por el vcclor 

PH + rv-ZZ-r h ve - w c 

(. 1 / *£• U, según el enunciado del problema). 

Ln ecuación de la superficie engendrada por las tangentes a las 
lineas ¡ndnlóliras a lo largo du ln gencmlris coriTsponflinnle a n — u 0 , 
tiene la forma 

«=.»Vl ac.+io (» ;-|-oe¿- e„) . (♦> 

Escojamos un sistema afín de coordenadas con origen en'el punto 
A con radio vcclor r a v con vectores de escala do los ejes de coorde¬ 
nadas «: 0 , c¡¡. Ini ioclur.cn moa las designaciones: 

e«£o£•_„ o+ '««.<$ „ t »pg|>>t c 

'¿e„c; • <;c„c¿ 1 'óc 0 e 0 

(ci, h, c son constantes). Entonces, les ecuaciones de la superficie (*) 
se puede escribir de forma 


x % - y ("o’-! bv+e). 


Do donde 


= .r a — 


a . b c . 

~ñ r l — *1** ñ- *?• 



n expuestas 
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Transformando las coordenadas por las fórmulas 

— e . b 

X 7 — ~Y X ' +** ' " 2 " Ij ' 

•obtendremos 


*«*«+4* *!—*»' 




Si u */-' 0, obtendremos un hiperboloide do una hoja; si « «= 0, un para¬ 
boloide hiperbólico (la condición a = 0 significa quo la superficie 
inicinl so compone do rectas paralelas n cierto plano). 

903. ,r J -|- » 2 = C, o sea, circunferencias concéntricas y el punto 
O (0, 0). 

tifió. .t j — y 2 = C, hipérbolas equilaterales eonsinlólirns y sus 
asi litól as (fig. 1ÍKI). 

005. ;/ = Cx*. n sea. nnrñbnlas y la recta y - <’. 

1)150. Las circunferencias C (r a y ’) = 2.r y redil (fl|l. 200). 

9fi7. Car* = 2r — ¡/ -|- 1, parábolas con los ejes paralelos al eje 
Oy, que pasan por el punto (0. f) y locan en este pimío la recta 2* — 
— # + I “ 0, y esta misma roda (fig. 201). 

ílfifi. l,os planos paralelos í + i + i» C. 

909. has esferas concéntricas x 2 + ;/* 1 2 — C 2 . 

!I71). x 2 y 2 — = C, hiperboloides de unñ hoja y de dos hojas 

con un cono asintúlico común, y el propio cono (fig. 202) 

1171. -<iC* (r* •/’) + \ (2511 - &) t 2 =- C 2 (2.'.fi - C 2 ) (C Ss 

0). Cuando C = 0 so. obtiene el plano rOy, cumulo 0 < C < Ifi, 
hiperboloides de rotación de dos hojas con eje do rotación (jr. (fig. 203); 
cuando C = Ifi. el ojo i7j; cnnndn C > 10. elipsoides de relación con 
ojo de rotación 0 1 (fig. 20-i). 

•172. I. 

1173. 5. 

07Ó. (O, 0). (t. 1). 

1175. N (7. 2. I). 

!)7<¡. (2* — y — 1) i + (íp + « - x) i -I- (fiz - x -f y) k. 

077. 3 (x 2 — nyz) i + 3 (y 2 — a.n) y |- 3 (»’ — ay*) k. 

078. |pi (x + 1) i + 1* (;/ + I) y |- xy (* I) fcj. 

070. . ! . i -V - j+ -r-L-r k. 


1 -f- y 2 


I 


l-|-.r« 

080. 0» — 3y. 

081. | grad «| ■ 6; eos m —- 2/3, eos |5 = —2/3, eos y 
082. grad o (O) = 3i - 2/ — Cfc, | grad 1 / (O) 1=7, 

eos a. = 3/7, eos |1 = —2/7, eos y = — 6/7; 


1/3. 


grad u (/I) = 7», | grad « (/) | = 7. 



lirtpiiexlns 



Hcspncslas 


2G5 


eos a =- 1, eos p = 0, eos y = 0; grn<l u — 0 
en ol punió A( —2, 1, t). 

«83. eos <j> = 3/^ÍÓ. 

984. eos -p = —8/2025. 

085. n/2. 980. Croco; 12. 

987. M , (4/5. —1/4). Ai, (—4/5, 9/4). 

988. 2ii/r, donde r<^)/. T <^-i/ a 4-i 3 ; si a — b c. 



Eig. 202. 


non Bradu-grndK , , 

989 ‘ | grnd o 1 : 8 ’ Brad “ - 1 - Brml u - 

997. Como r= + ’J 2 » J , entonces 

998. /' (r) /•/?•. 999. nr n_1 r. 1000. —r/r 3 . 

1001. r/r*. 1002. Sea c = e,i + «,/-)- e¡,k. Entoncos u=*e-r = 


— e iX + Cj!/ + e,*, de donde — -4— 

dr ’ g,/ 

grod ri— grad (e.r) = í,i+c,; + e,* = c. 


= *». -’ «»• p or oso. 


Respuesta ¿ 


20(5 


„„ 

(004. ¿r(c c) — ¿c (c-r) = 2c X (*• X c). 

1008 .’,Sean o„, <?„, c,„ los versares de un sistema móvil do referen¬ 
cia. Los vectores c„, c„ están en el plano tangente a la superficie de 
coordenadas w — consl; por eso el vector e,„ es ortogonal a esto plano 



y, por consiguiente, ortogonal a la suporíiciodo coordenadas w = const. 
Por esta rozón esto vector os coliocal al gradiente del escalar <e, o sea, 

e w “ *a B ra< l (*) 

donde k 3 os cierto factor. Examinemos la línea u. = u (s), v = v (s), 
m> — w (*). Derivando el radio vector 

r = r (|1 (*), v (*), r o (s)| 



licspuesta* 
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do un punto arbitrario suyo, obtenemos 

rtr du , do , dw 

—= r “—+ r ”^T +r “— • 

Multipliquemos esta igualdad escalamiento por grad 10: 

da _ dw 

(f* — di 

do donde /•,„-grad a = 1. Observando que r w = | r w | e ( „ y 
cando la igualdad (*) e3calarmonte por obtendremos | r 


aw . 

-~-17 '‘lo-grao 


mullipli- 
. I = *-,i> 



Pig. 204. 


Do la misma igualdad (*) hallamos 1 = *, | grad w |. Aplicando ra¬ 
zonamientos análogos a las superficies de coordenadas u = const y 
v — const oblonemos en total 


grad /(u, v, w) - 


JLa.1i 

du ^ k. 


di 


91 


du 


dw 


donde 


is» 


*1 = l r u I = </l gf a d u |, 

k, = 1 >•„ 1 = 1/1 grad o 1. * 3 = I r m | = i/| grad w 1. 


Respuestas 


....... i Ou . I Oh Oh 

grud ii — —- c r -| __ Ct+ _c,. 

lino. rpc r -f-c T -¡-e,. 1011. ¡Te r + zc^-\-rq>c,. 

1012. r, ¡--—- e T -|-son <pr,. 

101». 2 rt, — c »4 eos T*.. 

ioi4. 3rV f -|~ 1 * ct ],^ c t~H son* cp <?,. 

. . »?« . 1 Ou _ . I Olt _ 

'• « rn ' 1 - -1¡r •* ,+ ttt 0+ *• 

uno. <p<-p 1- ^*0 *v ,017 - Oc i> l- r o- 


1018. 0. r e„-t -<rco +T¿n}-‘V 1010. + 

,020. c , + ^3L;co-^c.. 

1021. *» + !/>= C\, t = C t . 1022. y = C,x, x =* C',x*. 
1023. y — x — m C,xy, r. — s = C,x*. 
t024. x a — p a = C,, J =* C,.t». 

1025. x = C.y. x «= C,t. 1020. u> + 3 + 2». 

1027. \2xy* -V 4.x* — 6xx. «033. 3. 

1034. div (/ (r) r) -= / (r) divr +r.grml I (r) Puesto (|U 0 div/' «= 
3, gra<l I (r) = /' (r) , entóneos 

lllv (/ (r) r) » 3/ (r) H- r/' (<). 


1035. 21r. 1030. (n -|- •<) r». 

1037. div (grnd/(r)) = div r) =iliÜ-dlv r+r X 

v J /■ M 3 /' (»•) rgwd /' ( Q — /* (rUred r _ 3 /'.ia . 

X groa — j — =— h r ;» r n 


. rr(rl 7~ /,(r) r . 3/-(r) a /'(r)-/-(r) . _ 

r* r r* r 





Itcspucslas 


1038 ’ A,lli: '57í' + '^ + lj? r ' 


e?i* ' 

1039. ii4»f(grado) 1 . 


1040. iiAu-I-gfoil ugrad l». 


1044. 0. 
1448. 2. 


1042. 2c-r. 1043. /’ (r) —jj— . 

1045. «■«,. 1040. 4c.e,. 1047. 1. 

5 + 1 +* 


1050 di v (grad / (r))= /* (r)-f /' (r)wl>. 

La solución Ronera 1 do esta ecuación es / (r) **■ c ( -|- . 

1051. taimo div-£- = -|-y dlv (gnid / (r)) -/* ( r )+-^-/'( r )- un¬ 
írmeos según ol unuociudo 2r/'(r)-l-4/'(r)=--j|-, do dolido / (r)— 

li,r+^-+ e,. 

1052. diva-j-jj^- | ^-(MAl ait ) + ^.(yv/.««,)-! 

donde «,,, n v , a w son las proyecciones dol vector a sobro los tan¬ 
gentes a loa lineas de relorencin correspondientes. 

*-/(-£)‘+(-Sr+(-S-)‘. 

»-v 

Las magnitudes L, M . N se llaman coeficientes de Lame. 

1053. «>¡va—l[^ r( r« r ) + ^-+, %■] . 

,liv, ‘- p k^ \-k K " ,p ' 9Ü '’ 0) h(,,ü0) ’ hp &] • 

1055. (*’ — 2xt) t -f (y* — 2 xy) i + (*’ — 2ps) fc. 

1056. i -1- (xy - Zx) i H- (2- x«) k. 

1000. 0. 1001. 0. 1002. —2r. 1063. CXr. 


1067. 02(r x C ), 


1064, 1069. C,y.c. 1006. O. 10G7. '-—(r X c). 

1073. Para calcular el Ilujo valgamos do In fórmula do Ostro- 
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Respuestas 


grndski 11= ^ | <i„ rfo= ^ ^ ^ divaifw. Como div a = y*x*-|-1, 
entonces 

rl = j | j (**+ «f'+ 0 dz dy d¡ = 

^ - **-?/■ 

= ^ \ (r , + y , -|-l) rfx dy f di = f f {x*+ y>+l)X 

D O U 


-f-3r>H-ór)rfr = 


tón 


¡ X (4— i» — y*)dxdy. 

Pasemos a las coordenadas polares: 

»= j J <r»-MM4-r») r dr rfrp = 

* X> 

n/2 Z 

= j d«P | ( —' * 

t074. div a = 3(i*-fy*-|-j*). Por la fórmula de Oslrogrndski 
H= j \ \ 3(at» + #* + **)d«— 3-8 j j j (*» + *»+r»)du-, 

donde V, es oí volumon do la parlo do la eslora comprendida en el pri¬ 
mer ociante. Pasemos a las coordonadas esféricas: 


= p eos <p sen O, y = p son ip sen 0, i = p eos 0, 

dw = p* sen 0 rfp dip dO, z l + y 5 +. z 1 = p*, 

-Jü p 4 son 0 rlp rfq> rf0 ob 

V 

n n /2 n /2 

= 24 ^ p 4 rfp ^ sen 0 dO J rfcp = 2,4n/í 6 . 
oo o 

1075. 4^7. 1076. O. 1077. 10/3. 

1078. a) (3/f , + 2//«); b) ^ nlO/{ («> + 2//*). 

1080. Sobro la circunferencia a = /f J eos 5 li — /i 5 son 5 !/, dr — 
— — /? son í di i + fí eos t di j. Por consiguiente, a-dr — 

= — , I Í R* sen 21 di. Al moverse por el arco do )a circunferencia /. 

en el sentido contrario oí movimiento de las agujas del reloj ol pará¬ 
metro t voría dentro do los límites do O a n/2. Por eso la integral lineal 


fíespacslns 
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a lo largo tic ¿.será igual a 

n /2 

A — ^ <!•*■= — f ~ R* sen 2l di =-j-if*. 

£ ó 

1081. 2n*f>*. 

1082. l,a linea b consta-de dos segmentos BO (sobre «1 ojo O y), 

O A (sobre ol eje Ox) y do un arco AB do la aslroido. El recorrido por I, 
hoco falla efectuarlo en el sentido contrario a Ins agujas del rolo). 
Por oso la circulación dol vector será igual n 

= | a-d> + ^ n-dr+j a-dr. 

L AD ho O A 

Calculemos por separado cada una de las integrales del segundo miem¬ 
bro. Sobro la aslroido 

a = n 8011 * ti — n eos’ Ij, 
di- = —3/1 eos 3 1 sen t dt i + 3/? son* í eos I di j. 

Por eso ndr— — /?* sen* 2t di. Al movorsc por el arco A U un 

ia dirección do A a II el parámetro t varía dentro de los limites do 0 
n n/2. Tondromos 

n /2 

f «.(/rui-i/l* j son* 7.1 di -=»—ló’ n ^*' 

AII O 

Sobro ol segmento OA n^—xj, dr = dri y «.rfr = 0 Por oso 

f rt.rfr =»(). 

OA 

Análogamcnlo ^ a-dr = 0. Por lo tanto, la circulación buscada es 

ho 

igual a — 3/10 n/1*. 

1083. 0. 108á. — nó*. 1085. a) 2n; b) 2n. 

1086. —n/W/H. 1087. No lo tiene. 

1088. rot a — O, por eso el campo a es potencial y su polonrial « 
se determina por la ecuación 

du = (p + í) dx + (x + ») dy + (* 4- !/) di. 



¿T¿ 


II es puestas 


lísl.'i ecuación «s equivalente ni sistema do 
parciales 


ecuaciones en derivadas 


Ou 

-gj—ff-l'*. 


Ou_ 

dy 

Ou 

di 


= *+*. 

= -r + y- 


Du Jn primer» ecuación del sistema resulta que u = (¡/ h *) * 4- 
-r <r ( (y- *)• Sustituyendo on la segunda ecuación, obtenemos 

"f (.'/■ i)IOy — z, do donde q> (y, j) = zy <\> (z). Sustituyendo u = 

“ *V + ** -I- + ’f <«) en la tercera ecuación, obtendremos 

I zx b r ° 5C! ’’ '** = ^ = cousl. De esto modo, u = zy + ye -|- 

1 ««!*. » = ry, (i-l-(/-)-») 

lOiMI. Si. 
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